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DISCOURS PRÉLIMINAIRE. 

Cette seconde Section sert de complément 
à mes Élémens d'Algébre , en même temps qu’elle 
est une préparation à l’étude de l’Analyse diffé- 
rentielle et intégrale. Ces trois Traités, dont le 
dernier paraîtra très - incessamment , joints à 
l’Arithmétique que j’ai publiée l’année dernière , 
formeront la partie élémentaire de la Science du 
Calcul. 

Dans cette seconde Partie , qui ne s'adresse 
plus aux jeunes gens qui étudient à l effet d'ëtre 
admis à l'École polytechnique 4 la quantité , 
l’étendue et la succession des matières ne sont 
plus nécessairement déterminées par les besoins 
du lecteur : aussi , après avoir complété les 
Théories qui n'étaient qu élémentées dans la 
première Section , et développé celles qui forment 
l’Introduction au Calcul différentiel et intégral, 
ai-je cru devoir consacrer quelques Chapitres à 
l’exposition de doctrines éparses dans les Col-» 
lections académiques et ailleurs , en me bor- 
nant cependant à celles de ces recherches que 
comporte le dessein général de l'Ouvrage. Quant 
à l'ordre à établir entre ces Chapitres, je nT© 
Suis décidé pour celui qui offrait le plus de 
cette variété propre à réveiller et entretenir 
l’intérét. C'est encore dans cette vue , que jô 
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me suis appliqué à resserrer , autant que pos- 
sible , l'étendue de chacun des titres , en même 
temps que j’ai cherché à multiplier leur nombre. 

Il me semble que dans la composition d’un 
livre du genre de celui-ci , qui n'est plus élé- 
mentaire, et qui est tout formé de matériaux em- 
pruntés , la tâche de l’Auteur se réduit , à peu- 
près , au choix et à la coordination de ces 
matériaux; ç’est-à-dire , qu 'après les avoir 
recueillis, il n'a plus qu’à les grouper en corps 
de doctrine, sous des titres bien appropriés, afin 
que le lecteur trouve dans ces Chapitres , comme 
dans autant de cases , ce qu'il y cherche , sans 
mélange avec des choses étrangères. 

Je sais bien qu'il y a quelque difficulté à bien 
analyser un mémoire étendu , à l'abréger sans 
tronquer la doctrine, à élaguer ce qui sort du 
plan de 1 Ouvrage ; enfin , à ne conserver que ce 
qui peut convenir à la majorité des lecteurs , de 
manière cependant que ceux qui veulent aller 
plus loin , soient suffisamment préparés. Mais 
enfin, tels sont les engagemens que l’Auteur a du 
prendre et qu’il doit tenir. Sans ces conditions , 
je conçois que rien n'est plus aisé à faire qu’un 
livre tel que celui-ci. 

Plus une science est cultivée , et plus elle s’en- 
richit, plus les livres se multiplient, et moins 
deux Ouvrages , sous le même titre , se ressem- 
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PRÉLIMINAIRE. y 

blent :"c’est qu’à mesure que le fonds devient 
plus riche, on s’occupe davantage delà forme; et 
que quand les matériaux se multiplient, il est de 
nécessité d'adopter une distribution qui se prête 
aux acquisitions successives de la science : aussi ce 
genre de mérite se fait-il plus particulièrement 
remarquer dans les Traités publiés depuis quel- 
ques années. On observera encore que ces progrès 
de la sciqnce ont pour effet de réduire l étendue 
des Elémens, en enveloppant plusieurs cas qu’on 
traitait successivement , dans une commune ex- 
plication , et c’est ainsi que se forment les mé- 
thodes générales : d’ailleurs on sait que le calcul 
différentiel , par exemple , peut revendiquer plu- 
sieurs méthodes classées jusqu’ici dans l'Al- 
gèbre , qu’on peut transporter dans celle - ci 
plusieurs chapitres d Arithmétique , etc. d’où 
résulte que si , d’une part , les Elémens doivent 
s’étendre , lorsque la science reçoit des accrois- 
semens , de l’autre ils perdent plusieurs corps de 
doctrine qui vont se ranger sous des titres plus 
éloignés , comme déductions ou comme cas par- 
ticuliers : tels sont entr’autres les deux Chapitres 
de cet Ouvrage , intitulés : Des Dcveloppemens 
en séries des Logarithmes et des quantités tri- 
gonomctriques , qu'on pourrait reportér dans le 
calcul différentiel , à la suite du Théorème de 
Taylor : dans la première section , la Méthode 
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■pour trouver les racines égales , qui est aussi du 
domaine de cette branche de calcul, et d autres 
considérées encore comme des Elémensessentielg 
de 1 Algèbre. Cette marche ne me paraît plus 
convenir à la Géométrie , dans laquelle une pro- 
position , pour peu qu elle soit importante , doit 
être présentée sous forme de théorème, d abord 
parce qu’il y a un énoncé qui , plus tard , sera 
la seule chose à retenir , et parce que la démons- 
tration étant isôlée, complète, spéciale , et s of- 
frant avec plus d’appareil, se grave mieux dans 
l'esprit. Qu’on présente , ainsi qu’il est possible, 
la proposition du quarré de lhy pothénuse comme 
corollaire., ce qui la travestit , pour ainsi dire , 
en une petite remarque qu’on aurait faite en pas-< 
sant , en une particularité , elle sera à peine 
distinguée ; et parce qu’elle ne portera pas son 
énoncé , l’Elève ne se fera jamais cette question, 
et il ne conservera plus qu’iin souvenir vague 
d’une propriété essentielle. Je pense donc que 
les corollaires doivent être en petit nombre dans 
la Géométrie , car l’expérience atteste qu’ils sont 
souvent omis par l’Elève , ou qu’ils sont oubliés 
aussitôt qu’appris. J’ajouterai par occasion , que 
j’ai rencontré dans les jeunes gens qui étudient 
la Géométrie, le goût des réciproques dont les 
Auteurs s'occupent peu. Au reste , tout ce qu’on 
peut prescrire de mieux sur cette partie des filé-» 
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mens est prévu et très-bien développé dans le Dis- 
cours préliminaire de la Géométrie de Lacroix , 
et mis en pratique dans r excellent livre à.e Le- 
gendre. 

La. première Section de cet Ouvrage ayant para 
l'année dernière, avant que le choix des livres 
classiques fût fait , je me suis cru engagé à publier 
la seconde , es conséquemment le Traité d’Ana- 
lyse différentielle et intégrale, qui doit fajre 
suite et compléter enfin ce Cours. Si mesËlémens 
d’ Arithmétique et d’Algèbre ‘obtiennent les hon- 
neurs d’une seconde édition , ils reparaîtront 
fort améliorés. Tel est le résultat nécessaire de 
E épreuve d’un livre par l’enseignement. 

J’ai cité avec scrupule les noms des Géomètres 
dont j’ai emprunté les conceptions ; du moins s’il 
en est quelques-uns qui n’aient pas i^:u ce tribut 
d’hommages , il n’y a pas eu de ma part projet de 
m’enrichir de leurs idées , ni crainte de voir ma 
propriété presque réduite à rien par ces restitu- 
tions : ce n’a été qu’un oubli très-involontaire , ou 
impossibilité de constater le titre de propriété ; et j’ai 
trop bien appris que , dans le cas de doute , il vaut 
mieux ne pas citer que de citer l’un pour l’autre. 
Je m’empresse donc de réparer deux omissions et 
de proclamer parmi les ouvrages que j’ai consultés 
avec bénéfice , celui du citoyen Reynaud , ancien 
élève de l’Ecole Polytechnique , actuellement Pro- 
fesseur attaché au Cadastre , ayant pour titre : 
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Fragmcns sur P Algèbre et la Trigonométrie à 
l’usage des Elèves de l’Ecole Polymatique , et le 
Traité de Tedenat, ancien Professeur d’Ecole 
centrale. Quant aux emprunts faits aux livres clas- 
siques, ou qui se trouvent dans les mains de tous, 
j’ai pensé que citer , revenait à dire qu’avant de 
composer des Elémens , on avait eu soin de lire 
ceux qui existent , ce qu’on suppose générale- 
ment, et d’ailleurs, dans ces ouvrages , la modestie 
def Auteurs ne laisse ordinairement aucune trace 
de propriété , à moiqs cependant qu’ils n’aient oc- 
casion d’élémenter quelques recherches qu’ils au- 
ront consignées dans, les Collections académiques. 
Dans tout autre cas, il convient, ce me semble, 
de se borner à relater le titre de l’ouvrage , ce qui 
est autre chose qu’affirmer que la chose qu’on en a 
extraite , ap^rtient à l’Auteur du Traité. 
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• • ^ •» 

ALGÉBRIQUE. 

i \ 

CHAPITRE PREMIER. 

• ( * « * . 

Une équation algébrique de degré quelconque , 
ne peut avoir que des racines réelles 
racines imaginaires de la forme 

r 

a -J- b \f — î 

a et b étant des quantités ré < 

I. o* sait ( i erc sect. n°. 288) que toute 
impair est divisible par un facteur réel du premier degré. Il 
suffit donc de prouver que toute équation de degré pair est 
décomposable en facteurs du second degré de la forme 

x* -f- m x -j- n , 

ai et n étant des quantités réelfes. 

2. Nous ferons précéder la démonstration de cette pro- 
position de quelques théorèmes préliminaires. 

Si une équation algébrique a pour racine une quantité de 
la forme a -{- b V — 1 , elle en aura nécessairement une autre 
de la forme a — b y— T. 

Soit l'équation 

,-r m — Jx m -' -f- Ux m - — Cx m ~ 3 •+* 4 - Tx — U— o ( M) : 

a -4- b V" — 1 étant , par hypothèse , une des racines de 
cette équation , le premier membre s’évanouira en écrivant. 

* + i \nr % 

pour x dans (M) ; on aura donc 
yînalvse. A 
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( a + b 1 / —i) n — A(ci + b |/_ i)«-« 

+ Z?(a + Z» i/~-ITT) m -*— etc..— V=o.. {N) 

En effectuant les développemens , le résultat sera composé 
de deux espèces de termes , les uns réels donnés par le pre- 
mier terme de chaque binôme , et par les puissances paires 
de -f- b \/ — i ; les autres imaginaires , provenant des 
puissances impaires de -j- b K — 1 : en sorte que le premier 
membre de ( 2 V) seta de la forme P -f- Q V — t , en re- 
présentant par P la somme des termes réels , et par Q la 
somme des coefliciens aussi réels de ]/ — ï. On aura donc 

V — 1 = 0 d’où P = o , Q = o 
parce qu’il ne peut y avoir destruction entre des termes réel» 
et des termes imaginaires. Tout se réduit donc à prouver qu’on 
aura aussi 

(a — b P' — 1 )”* — A {a — b V — i ) m_1 
. -ÿ- B ( a — b \/ — 1 — etc . . . = o . . . (P) 

Or ce résultat sera, comme le précédent, composé de terme» 
réels et de termes imaginaires; les puissances paires de — b 
étant Tes mêmes que celles de -j- b V — i , et les premier» 
termes des binômes étant aussi les mêmes dans ( JV) et (P) , 
ou aura de part et d’autre P pour la somme des terme* 
réels. Les puissances impaires de — b V — i ne différant 
que par le signe de celles de -J- b ^ — 1 , la somme des 
termes imaginaires sera donc — Q Ÿ — î , en sorte que la 
résultat de la seconde substitution sera P — Q V — 1 . Mai* 
on a trouvé 

P = o , Q — o ; donc P — Q )/ — i=o: 

donc la quantité a — b \/ — î substituée au lieu de x dans 
la proposée , réduit aussi le premier membre à zéro. 
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Algébrique. $ 

Toute fonction algébrique de a i b P' — i, peut être 
ramenée à la forme P + Q V' — 1 , P et Q étant des quan- 
tités réelles 
On a 


1 a + b V' — 1 -)- a' + J' V — 1 -+- etc. = a -+- a' -j- etc. 

+ (& +- è'-f- etc.) V — i 

«u P =± a -f- af -j- etc, Çl e= b -f- b' -J- etc. 

2 «. (a± b V^~i ) O' ± b' |/~)= (aa' — bb') 

tfc ( a' b -j- ah' ) ]/ — î 

»ù P — a a' — b b' ; Q — <Ÿb -{- oV 


3 ®. 


où 


a+ b — 1 ( a b l/ — î ) ( o' ^.b' V' i) 

a! i b 1 V — î (a'izb' V — i ) ( té qp b' V — i ) 

\acl ^-bb') (a' h ab' ) V — î ) 

. ~ u ' 1 T è'* 

_ aa' - L bb’ „ d'b — ab' " 

a® -+ 6'*' ^ a'* -J- é® 


Les calculs faits poitr démontrer le premier tliéorême 
de ce titre , prouvent que la fonction ( a + b V — î ) m est 
de la forme P + Q V' — î . On peut encore démontrer cette 
proposition par les simples operations de l’algèbre élémentaire , 
lorsque a + b V — î est affecté d’un radical pair de la forme 
a m . Considérons donc la fonction a±b lS—\ , et posons 

\/~ a-j- b Ÿ — i -f- \/~ a — b \/ — 1 = u. . . .(i) 


élevant au carré , il vient 

2 ( 1+2 + 


quantité nécessairement positive. Donc u sera une quantité 

A a 
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réelle : élevant ensuite au carré la différence 


|/~ a -f- b )/ — 1 — / a — b V^— 1 =(. ... (a) 
ce qui donne 

2 a — 2 4- b* = t* , 

l* sera une quantité essentiellement négative : donc on pourra 
poser 


t* = — V* ; d’où t = ±_y 


jP - étant une quantité réelle : ajoutant les résultats (1) «t (2) , 
il viendra 

2 ^ a b — 1 =. u + y \/ — i 
et retranchant (2) de (1), on aura 


a — b i/ — i = u + y 


d’où on conclut , en prenant les signes supérieurs de y, 


{/~ a±_b V — 1 —'-{.uûiy }/ — 1 ) —P± Q 
Considérons encore la quantité 


a + b V — x 4 a— b V — 1 — z (3) 

on aura par l’élévation au carré, 

y/'a + b )/— 1+2 Va* -J- b % 


+ 0 — b V' — 1 = u 4- 2 Ka 1 4- b* = a» 

quantité essentiellement positive , donc z sera une quantité 
réelle; Si on élève au carré les deux membres de 

< — — 4 

\/~ a - y- b V — 1 — 1/~ a — b V — 1 =.v.... (4) 

on aura 
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ALGEBRIQUE. 

V~ a + b V^L — 2 V' Ü* -f- è* 


-f- 1/~ a — ô K — i — u — 2 ^ a 3 -f" '&* — v* 
quantité essentiellement négative, car on a fait plus hamt 


u — ^ a -f- è ^ — i + l/ a — b V — i 
en sorte que 

.. I. ■ — • 

u* = 2fl + 8 -f- b % <[ 4 K a“ 4- b % 

4 

donc u <J 2 a a 4 t*, )' 

Sbit v* = — X* , d’où v — + X V' — î 

X étant une quantité réelle : combinant les équations ( 3) 
et (4) par addition et par soustraction , il viendra 


lA a ± b 1 / — i = j (z dt X V — 1 )=P + Ç kf — 1 

où P et Q sont "des quantités réelles. 

3. Nous passerons maintenant à la démonstration du théorème 
annoncé. Soit , à cet effet , l’équation 

x m -J- J *r ra -‘ + Bx m -* + . . . . -f 7!r + V =: o 

m étant de la forme 2 /*, étant un nombre impair , et con- 
séquemment m un nombre pair une fois seulement divisible 
par 2. Quoique les racines de cette équation ne soient pas 
connues , on pourra néanmoins exprimer au moyen des coef- 
ficiens A , B . . . .T et V , ceux d’une autre équation qui au- 
rait pour racines toutes les sommes différentes des racines a, 
b , c , etc. prises deuxàdeux. (*)Une équation ainsi formée sera 


du degré m 


m — 1 


, nombre impair , puisque , par hypothèse , 


m est une seule fois divisible par a ; donc elle aura , au moins , 

(*) Cette question sera résolue dans l’un des Chapitres suivant, qui ne 
suppose eu aucune manière la doctrine exposée dans celui-ci. 

A 2 
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une racine réelle ; mais l’équation qui aurait pour racines tous 
les produits différens des, racines de la proposée , multipliées 

m. m ~ 1 


deux à deux , serait aussi du degré - 


donc il existe 


deux racines delà proposée, dont la somme est réelle, et deux 
dont le produit est aussi réel. Mais pour que la proposée 
soit divisible par un facteur réel tel que ,r* -f- mx -J- n , 
il faut de plus que les deux racines qui donnent une somme 
réelle , donnent aussi un produit réel. Pour prouver que la 
proposée aura deux racines qui satisferont à cette condition , 
considérons l’équation dont les racines soient une fonction de 
celles de la proposée , telles que a -f- b - f kab, le coefficient 
k étant quelconque : cette équation sera encore du degfé 

mi — — elle aura donc, au moins, une racine réelle ; et comru,e 

on peut assigner à k une infinité de valeurs différentes, ou 
pourra donc former une infinité de ces équations dont chacune 
aura , au moins , une racihe réelle ; et si , par exemple , la 
proposée est du sixième degré , on ne pourra nier que quinze 
fois desuite que la racine réelle qu’on trouve , ne soit la même , 
à la différence du nombre k , que l'une des racines réelles 
déjà trouvées : conséquemment il existera deux racines réelle* 
telles que 

a -f- b -f- k a b 
a 4- b - f- k'a b 

* i 

qui se composeront des mêmes lettres, en sorte qu’on aura 
a b k et b “ ce 
a -f- b -f- k'a b = G 

* et C étant des quantités réelles : on déduit dfe là 


oh = 


‘a + b = 


k'*. — k<t 


■k-k” -£__ k 

Donc l'équation du degré a /z , p. étant un nombre impair 
quelconque , admet un facteur réel du second degré. 


Digitized by Google 


Ar.GiBHÏ<JOE. rj 

Si la proposée est du degré 4 P , P étant «r* nombre im- 
pair quelconque , l’équation d’où dépendra la fonction de* 
racines a -f- b -f- kab , sera du degré a r* v étant aussi un 
nombre impair ; cette équation aura , d’après* ce qùi Vient 
d’ètre démontré, un facteur réel de la forme 
u * - f - tti'u - f - n’ 

qui, par sa résolution , donnera l’üne des fonction* 
a -f- b -f- kab , a + c -f- kac , etc. 

Parmi toutes ces racines,, il y en aura une de la forme A 
-4- fi S/ — 1 , et donnant à h une infinité- de valeurs successi- 
ves , Chacune des équations résultantes admettra un facteur 
réel du second degré qui donnera une racine de la même 
forme on retrouvera donc nécessairement d'eux combinai- 
»ons entre les mêmes lettres 

a b k ab — A -\- B V — i 
a + h ■fR'-a b == A r -f 2T pT=TÏ 

d’où on déduit .i 1 

a + b = M + N ab=M' i 

donc la proposée aura un facteur du second degré de la forme 

x * — — p)i af y/ — î ;> 

d ou . ^ 


MJr-NV^ 
X = 




réductible à la forme- t • • :: :• 

t = P4- n T.‘" 

1 o , ; . . 

Mais une racine- de cette forme a* toujours ,.d après ce qui a 
été démontré précédemment , une eonjpgpée telle que 

x — .P — r> r y .< 

et le produit de* facteur* correspondras est x* -fr mr + r,., m 

K4 
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et n étant des quantités réelles. Donc une équation du degré 
4 p. , p étant impair, admet un facteur réel du second degré. 

4 . On étendrait facilement cette analyse à une équation d’un 
degré trois , quatre , etc. fois divisible par a , et on conclurait 
i°. Qu’une équation de degré pair est décomposable en 
facteurs réels du second degré. 

2 °. Qu’une équation ne peut avoir que des racines réelles 
ou des racines imaginaires de même forme que celles du 
second degré. 

On peut conclure de la proposition précédente que toute 
fonction algébrique de a -f- b V — i est de même forme : car 
égalant la fonction qu’on considère à une inconnue , et faisant 
disparaître les radicaux qu’elle contient par l’élévation aux 
puissances , on aura pour déterminer l’inconnue , une équa- 
tion de degré pair , dont les racines imaginaires seront de la 
forme P+ Q y — 1 


CHAPITRE II. 

Des racines imaginaires. 

5. Nous allons assigner des caractères qui servent à reconnaître 
si toutes les racines d’une équation sont réelles, et le plus grand 
nombre de racines imaginaires qu’elle puisse comporter. 

Lorsque toutes les racines d’une équation sont réelles , les 
différences entre ces racines sont aussi réelles et leurs quarrés 
essentiellement négatifs. Aussi , dans ce cas , l’équation aux 
quarrés des différences ( Sect. n a . ag5) a toutes ses racines 
réelle# et positives , et par conséquent tous ses termes sont alter- 
nativement positifs etnégatifs {idem, n°. 5oS). Réciproquement, 
si l’équation aux quarrés des différences n’a que des variations 
de signes , la proposée n’admet que des racines réelles (n 0 . idem)-, 
car si les racines n’étaient pas toutes réelles, il y en aurait ,ai> 
moins , deux imaginaires que nous désignerons par a f & y ' — t 
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et et — ,5 \/ — i; le quarré de leur différence serait — 4 : 

donc l'équation aux quarrés des différences aurait, au moins, 
une racine réelle négative, et par conséquent, au moins, une 
permanence , ce qui est contre la supposition. 

Puisque chaque couple de racines imaginaires de 'L'équation 
proposée , introduit, au moins, une racine réelle négative dans 
l’équation aux quarrés des différences , et qu’jifie racine 
réelle négative introduit au moins une permanence de signes , 
l'équation proposée ne pourra donc avoir un nombre de ra- 
cines imaginaires, plus grand que le double du nombre de 
permanences qui se trouvent dans l’équation aux quarrés de* 
différences. Ainsi on pourra toujours reconnaître à l'inspection 
des signes de cette équation , si toutes les racines de l’équation 
proposée sont réelles , et le plus grand nombre de racines ima- 
ginaires qu'elle peut admettre. j. 

Appliquons ces théorèmes à quelques équations , et soit 
d’abord celle du second degré 

> 

x* — Ax -f- B — o : . ; 

l’équation aux quarrés des différence» est t 

y — A' — o, 

A! — A' — £,B\ 


dans laquelle 


or, pour que les racines de la proposée soient réelles , il faut 
que les signes de l’équation aux quarrés des différences soient 
alternatifs , ou qu’on ait 

A' >.o ou — D > o. 

4 


Elles seront imaginaires dans le cas de 


A' <* o ou 


A * 


- ^ < o. . 
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Pour qu’ elles soient égales , il faut qu’on ait 


A' = Q ou —7 B : = o 

4 

conclusions que nous avons déduites immédiatement de 1 exa* 
luen des racines ( I. e,e sect. chap. XVII). 

Pour q|jg les racines de l’équation 

3 ? — Ax * -f* Bx — C — o 

s i ' J * 

soient toutes réelles , il faut que l’équation aux qua tirés de* 
différences des racines 

f-AY + B'y-C> = o 

dont les coelliciens ont été calculés ( I er8 sect. n®. 3o4) , ne 
contienne que des variations de signes , ou qu'on ait 

A'>o, C> o; 

car B' est essentiellement > o , puisque B' est un quarré. Si 
l’une de ces conditions manque , la proposée ne pourra avoir 
toutes ses racines réelles ; elle en aura donc deux imaginaires 
(chap. précéd. ). Lorsque le second terme manque dans la 
proposée , les conditions ci-dessus se réduisent à 


£<0 


B 3 £ 

4 ' 


tilles sont les mêmes que celles qui seront déduites des for- 
mules générales des racines que noua donnerons dans -l’uu 
des chapitres suivans. 

JXgus avons trouvé (I erf sect. n”. 5o4) que 1 équation 
æ 3 ' — o,x — 5=o 

■? 

avait pour équation aux quarrés des différences 
y 3 — 12 y* + 36_y -f- 643 = o. 

Comme cette équation n’a pas les signe» alternativement 
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positifs et négatifs, on en conclut sur-le-champ que la pro- 
posée a nécessairement deux racines imaginaires , et par con- 
séquent une seule racine réelle. 

En partant des coefGciens de l’équation aux quarrés des 
différences d’une équation du quatrième degré , Lagrange 
assigne les relations qui doivent exister entre ceux d e 
proposée pour que celle-ci ait toutes ses racines réelles ou 
imaginaires. Passant ensuite aux racines de l’équation du cin- 
quième degré , il dit que leur réalité exige que chacun des 
coefficiens A' , B' , C' , etc. d e l’équation aux quarrés des 
différences , soit positif ; ce qui donne dix condition? dont 
quelques-unes peuvent se trouver comprises dans le système 
des autres , ce qui eu dimir) lierait le noudftre. . ' •• 

On peut , dans certains cas , déterminer le nonjbre de? 
racines réelles et celui des racines imaginaires. Sojent 
h,~c, etc. les racines réelles d’une équation, 

* + S y' — i j y + V — \ ;. etc. 

les racines imaginaire? ; le? quarrés des. différences seront 
i*.... Entre les raçines réelles, 

(a — è) 2 , (a — c)*, (c — d)“,etc. 

- •yf (à — etc. 

2°.., Entre les racine? imaginaires, conjuguées., 


! — 4 (3* — 4 J 1 * > etc. 

: <•- -t 

3* Çntreles racines réelles et les racines imaginaires, 

+ C .-[(ce-a)-.? 

[(«-*).+ € KFï’Tt Ka S 

[(e-ci+c/r?]., [(«— o — ê 1 

£(«i d) Ar ^- î 3* £('st — (- y/) s** C £T|*. ' ; ; 


. et*i h : — etc; • n-rti ’) 
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. C(* — >) + (S- J) , [(“->) - C «-0 

[(«->) + (C+-D [O-}) - (S+<f) ^-0* 

etc. etc. 

Soit m le degré de l’équation proposée; celui de l’équation 

aux carrés des différences des racines, sera — ' m — = n ; 

2 

«oient p le nombre des racines réelles, 2 q celui dès ima- 
ginaires , en sorte que 

m = p - f- 2 q : 


il est facile de voir que parmi les n racines de l’équation aux 

carrés des différences, il y en aura nécessairement p.— — 

réelles et positives, q réelles et négatives, 2 pq imaginaire* 
de la troisième espèce distinguée ci-dessus, et 2 q (q — 1) 
imaginaires de la quatrième espèce , parce que du nombre 

3 ^ — qui exprime celui des différences entre toute* 

les racines imaginaires, on doit retrancher q différences déjà 
prises : on aura donc , en total ,2 q (p-f- q — i) racines ima- 
ginaires. 

Qu’on effectue partiellement les produits des facteurs cor- 
respondans à chacune des classes de racines ci-dessus , le der- 
nier terme de l’équation aux carrés des différences des racine» 
«era le produit de tous les derniers termes des produits ainsi 
formés , et il est clair 

1°. Qhe le produit des facteurs dus aux ^ — — racine* 

réelles et positives aura son dernier terme positif ou né- 
gatif, suivant que le nombre de ces racines sera pair ou 
impair. , 1 

2°. Que celui des facteurs résultans des racines de la seconde 
classe , aura toujours son dernier terme positif , quel que soit 
le nombre de ces racnfcs, « 

5 5 . Que celui des facteurs correspondans à toute» le* ra- 
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cines imaginaires aura toujours le dernier terme positif , puis- 
\ que ces racines étant deux à deux de la forme ( A-\-B l/ZTT)» 

et -B , les produits des seconds termes des fac- 

teurs conjugués seront de la forme {A* 4- B‘ )», en sorte que 
le dernier terme sera essentiellement positif. 

D’où on conclura que le dernier terme de l’équation aux 
carrés des différences sera positif ou négatif, suivant que 1* 

, p. (p— 0 * 

nombre ' — ^ sera pair ou impair. 

Supposons, i°..que ce dernier terme soit positif , auquel cas 
le nombre p. 2 — i doit être pair : donc ou 


^ = d’où p = 4 \ 


ou 


P — 1 ,, , 

— - — = * * ; d ou p = 4 A + i ; 

O 

d’où il suit que le nombre des racines réelles de la proposée 
sera multiple de 4 , s’il doit être pair, c’est-à-dire , si le degré 
de l’équation est pair, ou multiple de 4 augmenté de l’unité si 
le degré de 1 équation est impair. Il sera donc impossible que le 
nombre des racines réelles soit a , 3 , 6 , etc. ou de l’une des 
formes 4* + a ou 4 A + 3. 

Supposons , 2°. que le dernier terme de l’équation aux carré» 

des différences soit négatif, auquel cas P -i p Tl} sera u _ 

a 

nombre impair , donc alors ou 

p 

- — a A -f i ; d’où p — 4 A -f- a 

ou 

p — 1 

—J— = i ? d oùp = 4 A -f 3 ; 

d’où il suit que le nombre des racines réelles de la proposée 
iera nécessairement multiple de 4 augmenté de a , si le degré 


> 
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de la proposée est pair, ou qu’il sera multiple de 4 augmenté 
de 3 si le degté de la proposée est impair; de sorte qu’il sera 
impossible que le nombre des racines réelles soit 1 , 4 , 5 , 8 , g , 
etc. ou , en général , de l’une des formes 4 A et 4 A -f- i • 

Supposant maintenant que l’on sache d’avance que le 
nombre des racines imaginaires d’une équation ne peut être 
plus grand que quatre, et que Cette équation soit de degré 
pair = 2 k : on pourra d’abord reconnaître , d’après l'inspection 
des signes de l’équation aux quarrés des différences, si toutes 
les racines sont réelles; si elles ne le sont pas, l’équation doit 
donc avoir deux ou quatre racines imaginaires , en sorte que le 
nombre des racines réelles est 2 k — 2 ou 2 k — 4 > ces nombre* 
sont pairs , et ils diffèrent de deux unités : donc l’un des deux 
sera compris dans la formule 4 a > l’autre dans celle-ci 
4 a -J- 2 ; mais le nombre des racines réellrs est de l’une de ce* 
formes 4 A ou 4 A + a , suivant que le dernier terme de l’équa- 
tion aux quarrés des différences est positif ou négatif ; on saura 
donc lequel de ces deux nombres représente celai des racines 
réelles. 

Si l’équation proposée est de degré impair — a /< _|_ i , on 
reconnaîtra de même si toutes les racines sont réelles, en exa- 
minant si les signes de l’équation aux quarrés des différence* 
sont alternativement positifs et négatifs : si cette condition n’est 
pas satisfaite , la proposée aura , d’après ce qu’on sait , à priori , 
deux ou quatre racines imaginaires; donc le nombre des ra- 
cines réelles sera ou 2 k — 1 ou 2/1 — 3 ; l’un de ces nombre* 
sera de la forme 4* +• 1 , et l’autre de la forme 4 a + 3 : le 
signe du dernier terme de l’équation aux quarrés des différence* 
fera connaître alors celle de ces deux formules dans laquelle le 
nombre des racines réelles de la proposée se trouve compris. 

Ainsi, à la seule inspection désignés de l’équation aux 
quarrés des différences, on pourra ^ra,er, i°. si toutes les ra- 
cines de l’équation proposée sont réelles ou non ; 2. 0 si le nom- 
bre des racines réelles est tin dé ceux-ci ,1,4,5,^, 9, 12, 

2 3 , etc. comprii dans les formulés 4 A éï 4 A -j- 1 , ou s’il est d» 
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la suites, 3 , 6, 7, 10, 11 , etc. donnée par 4 * +3 et 4 7. -f 3 , 
ce qui sullira pour déterminer le nombre des racines réelles et 
celui des racines imaginaires dans les équations qui ne passent 
pas le cinquième degré , et dans toutescelles à l’égard desquelles 
on saura , à priori , que le nombre des racines imaginaires ne 
peut excéder quatre. 

6. Nous allons passer à la recherche des racines imaginaire* 
des équations. 

On a prouvé que ces racines sont toujours de la forme 
a -j-fZ V'— 1 , a et ,S étant des quantités réelles , et on a démontré 
que la substitution d ea+S |/— 1 pour x donnait un résultat 
de la forme P -j- Ç V — 1 , P et Q étant des quantités réelles, 
résultat qui ne pouvait être égal à zéro , à moins qu’on ne posât 


séparément 

P — o, Q = o. 

Mais 

• .r 

P—o. m +P'* m -' -f P"* m -*-{-etc. = 0 (1) 

Ç=/ + Q'a. m ~ ! ‘ -j- Ç"*."" 3 -}- etc. = o ( 3 .) 


P', P" , etc., Q' , Q", etc. étant des fonctions connues de 
I (s et des coeiliciens de la proposée : la question se réduit donc 
à trouver tods les systèmes de valeurs réelles de a et (2 qui 
satisfont aux deux équations (1) et (2). On y parviendrait en 
éliminant a. suivant la méthode connue , et cherchant les ra- 
cines réelles de l’équation en (5 et les valeurs correspondante» 
de a. 

Or , on sait que chaque couple de racines imaginaires con- 
juguées cl -f- (S Y 1 — i, « — j3 — i , donne nécessairement 

dans l’équation aux quarrés des différences une racine réelle 
négative — 4 d’où il suit qu’en changeant dans celle-ci le* 
signes des puissances impaires de l’inconnue, puis cherchant le* 
racines réelles et positives V , y" , y* , on aura. 

y= 4 é* ; y= 4 «f*;etc. 

<r<’ù 

» a a 
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Les valeurs de li ainsi connues, on opérera sur les équations ( 1 ) 
et (a) comme pour obtenir l’équation finale en , qui donnerait 
les valeurs de /?, <f, etc. , mais avant on parviendra à un reste du 
premier degré de Informe A a. H- B , A et B étant des fonction* 
de $ ; ce reste étant égalé à zéro , fournira une équation 
A ; + B= o 

qui donnera une valeur corresp. de a. (I' r « sect. ch. XXIII.) 

Lorsque les parties réelles •> , etc. des racines imaginaire* 
seront inégales entre elles et différeront aussi des racines réelles 
a, b , c, etc. il est évident que l’équation aux quarrés de diffé- 
rences , n’aura d’autres racines négatives que celles-ci — 4 £*» 
— 4 ° r *> — etc. > d e sor te que le nombre de Ces racines sera 
précisément le même que celui des couples de racines imagi- 
naires de la proposée, et , dans ce cas , les équations ( 1 ) et (a) 
ne pourront avoir qu’une seule valeur de . , correspondante à 
chacune des valeurs de (2 , et par conséquent le plus grand 
commun diviseur ne pourra être que du premier degré. 

Mais s'il arrive que , parmi les quantités , y , etc. il s’en 
trouve' d’égales entr’elles, et aux racines réelles a, b, c, etc. 
alors l’équation aux quarrés des différences aura nécessaire- 
' ment plus de racines négatives que la proposée n’aura de 
couples de racines imaginaires. En effet, ébit a — « , 
les deux racines imaginaires, £(ct— a) jS \A — î ]*, 
£(ei — c) — $ V — î 3* , deviendront — ' * , — (5* , et par 
conséquent réelles négatives : de sorte que si la proposée ne 
contient que les deux imaginaires a .~ |— |g V — î , et— £ V — î , 
l’équation aux quarrés des .différences contiendra , dans le 
cas de a = a , outre la racine réelle négative — 4 1 > ce* 
deux antres — /?*, — (2“ , égales entre elles; d’où l’on voit 
que lorsque l’équation aux quarrés des différences a trois ra- 
cines réelles 'négatives , dont deux sont égales entre elles, 
alors la proposée peut avoir ou deux racines imaginaires , 
«u six ; savoir, 

( .±f Krr7 ); (j±?i/=7) 

Si 
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Si la proposée contient quatre racines imaginaires 

( <* + £ Ÿ — i ) ; (y ± J 1 ^ — 1 ) 

alors l’équation aux quarrés de* différences contiendra les 
deux racines réelles négatives — 4'P > — - 4 ’’ > R* 3 '® ®i a — « > 
elle aura encore les deux suivantes — p , — /5“ ; si de plus 
elle en aura deux autres — , — <f*; enfin si on avait u—y , 
alofs les quatres racines imaginaires 

K“->) + o3-o 

[(>->) + C£+=r) ]*;[<>-?) 

deviendraient 

c’est-à-dire réelles négatives et égales deux à deux. 

7 . D’où il est aisé de conclure 

i°. Que lorsque toutes les racines réelles négatives de l’équa- 
tion aux quarrés des différences, sont inégales entre elles, 
alors la proposée a nécessairement autant de couples de racinés 
imaginaires qu’il y a de Ces racines. 

a°. Que si , parmi les racines réelles négatives de l’équation 
aux quarrés des différences , il ’s’en trouve d’égales entre elles, 
alors chaque racine inégale , s’il y en a , donnera toujours , 
comme on vient de le voir , deux racines imaginaires conjuguées; 
mais chaque couple de racines négativeségales, telles que — 4P, ' 
— 4P qui résultent des <Trr/3 , indiquent quatre racines ima- 
ginaires a + £ V — î , y + % i, tandis que celles-ci — P, 

— P, — (/3 — <f)*, — (£ — 4)*, etc. qui viennent, par exemple , 
de a=a, et de n’espionnent aucune. Trois racines néga- 
tives égales fourniront six racines imaginaires u. + jS [/ } 

y + <T l/ — — r,si elles sont données par £=/=*.', 

eu deux seulement lorsque , par exemple a— y et «Ta =:£ auquel 
cas on a encore. trois racines égales chacune à — 4 £*• Quatre - 
Analyse. . U 
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racines négatives égales donneront huit ou quatre racines ima- 
ginaires , ou elles n’en donneront aucune si , par exemple , les 
coelliciens £ , <T, etc. de V — 1 étant égaux , on a de plus a=:a, 
b— y , y étant les termes- réels dans les racines imaginaires. — 

Or soient — y , — y f deux racines égales négatives de 
l’équation aux quarrés des différences ; on fera comme ci- 
dessus 



mais il ne faudra plus substituer cette valeur dans l’équation 

_ ê A* -j- B — O y 


parce que (P re sect. n°. 26a)on en déduirait «=§, ce qui ne 
ferait rren connaître : on fera donc les substitutions dans le reste 
précédent qui sera du second degré en a ; ce reste étant égalé 
à z«o, donnera ou deux racines réelles, ou deux racines ima- 
ginaires. Dans le premier cas, nommant *! et &.* ces deux ra- 
cines , on aura les quatre racines imaginaires 

* a!± H + |8 


Dans le second cas , les valeurs de a étant imaginaires , contre 
l’hypothèse, on en conclura que les deux racines —y' , — y' 
ne" donneront pas de racines imaginaires dans la proposée. Si 
l’équation aux quarrés des différences comportait trois racines 
négatives égalés — y , — y 1 , — y , à la valeur . 


0 = Z- 2 - 


correspondraient trois valeurs de a ; d’où il suit que si on subs- 
tituait la valeur de 0 dans le reste du premier ou du second 
degré, on aurait deux équations qui se réduiraient à zéro, 
indépendamment de ce ‘ on fera donc la substitution dans le 
teste du troisième degré eu *t; ce reste égalé îi zéro donnera 


% 
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pour et, a.u> trois valeurs réelles ou une réelle et deux imagi- 
ginaires : dans le premier cas, on aura six racines imaginaires, 
deux seulement dans le second, les valeurs imaginaires de a., 
devant toujours être rejetées comme contraires àj’hypothèse. 


CHAPITRE III. * 

Génération des fractions continues , leur réduo 
tion en fractions ordinaires , et quelques pro- 
priétés de ces fractions. 

8 . Supposons qu’on ait à évaluer un nombre quelconque 
a qui ne soit pas un nombre entier : on prendra le nombre 
entier immédiatement au-dessous de a, et qui conséquemment 
différera de a d'une fraction plus petite que l’unité. Soit"* 
ce nombre , a — a sera une fraction comprise entre o et i ; 

de sorte que — - — sera un nombre plus grand que l’unité , et 

le désignant par b , on aura : 


on pourra donc chercher le nombre entier qui approchera 
le plus , en moins , de b ; ce nombre étant £ , on aura de 
même b — i i, fraction comprise entre o et 1 , conséquemment 

' 1 , ^ 

c étant un nombre plus grand que l’unité. On soustraira de 
c le plus grand nombre entier qu’il contienne , nombre que 
nous désignerons par y ; alors c — y sera une fraction com- 
prise entre o et 1 , et 
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sera un nombre plus grand que l’unité , et ainsi de suite. De» 
égalités (i), (a), (3), etc., on déduira les suivantes: 

a=z«.+p 6 = 0 + -; c = y + 2 ', etc., 

et conséquemment 


Si parmi les quantités a , b , c, d , etc. , il s’en trouve une 
qui soit un nombre entier, alors la fraction continue sera ter- 
minée , parce qu’on pourra y conserver ce nombre même. Si, 
par exemple , c est un nombre entier , la fraction continue 
qui représente le nombre a, sera 

a = * + r-rr- 


En effet , si on substitue pour d sa valeur (3) dans la troisième 
fraction continue ci-dessus , on aura 


• = *-\ i 

C -J- 

y +- 


i =‘ + 7 j., 


?+ c — y 


= « + ± , 

e+-L • 

/ 
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puisque c = y. Cette circonstance aura lieu dans le cas de a 
nombre commensurable ; mais lorsque a sera un nombre in- 
commensurable , la fraction continue ira nécessairement à 
l’inlini. 

Appliquons ce procédai développement en fraction continue 
de la fraction ordinaire —, A et B étant des nombres entier*. 
Il est d’abord évident que le nombre entier a. , qui approche le 
plus , en moins , de la fraction — , est le/quotient de la divi- 


sion de A par B , le nombre A étant pins grand que B. Sup- 
posant cette division faite ,'et nommant le quotient * et C le< 
reste , on aura 


A_ 

li 


C 

B’ 


d’où b — 


J5 
C ’ 


Pour avoir de même la valeur entière approchée £ de la 
fraction ~ , il faudra diviser B par C , et prendre pour £ le 

• quotient en nombre entier de cette division , alors nomm&ht 

D le reste , on aura 
« 

B . D ,, , C 
t r_-i5=: 1; ’ d°u c — 7> 

On continuera donc à diviser C par D\ et le quotient sera y , 
et ainsi de suite : d’où résulte cette règle fort simple pour ré- 
duire les fractions ordinaires en fractions continues. 

I 

9 . Divisez te numérateur de la fraction proposée par son 
dénominateur , et nommez le quotient a; divisez ensuite le 
dénominateur par le reste, et nommez le quotient £ ; divisez 
le premier reste par le second res(e s et soit le quotient ■) ; con- 
tinuez ainsi en divisant toujours 1'Mant-dcrnier reste par le 
dernier , jusqu’à ce qu’il se présente une division qui se fasse 
sans reste , ce tÿii doit arriver ici , et vous auret Infraction 
continue 
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A ' x 

-*+ ?+— . j_ 

y ' / -f- etc. 


B 


Appliquons cette règle au développement en fraction con- 
tinue de la fraction 

b -f- b' b" 4- b" -f etc. 
a -f- d -J- a" -f- a* -f- etc. 

dont le* deux termes sont des suites infinies : on cherchera 
le quotient „ 

a -f- d -f- a" -1- a" -f- etc. 

b -f- b 1 4" b a — b m etc. 

'a . (-'- f |')+(-"-^) + (a--4-)+ etc - 


l-r— 

et posant 


+ 


b" -f- etc. 


, al/ „ 
a r- = c, a! - 


• — - = d , c* — = c\ etc. 

o - b 


*n aura le second quotient 

b -f- b’ 4- b" 4- b" -I- etc. 


c-f-c' + etc. 

■C+ ' c -f d -f- V" -J- etc. - 

et faisant 

hd hr“ hc m 

V — —-Z=d-, b" c? ; d"— — - = d", etc. 
c c c 

on aura le troisième quotient 

c -f- d 4- c" 4- c* -4- etc. . 
d-\-a + d" *{- ‘f*’ + etc. 

e ( c '-4) + ( c ‘-4)+( c 'r- £ ?) + etc ‘ 

3+ ; 3 1 + d“ + etc. 
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«n sorte que 

b 4- b r A- b" •+• b m -f etc. i 

t -\-d -f- c" -f- c"" *+* etc. 


a5 


b + b 


C C l 

~d + 


i+^ 


. -J- etc. 


« ~ a! 


* ' \ l 

et on aura pour déterminer les quantité» c, d, e, f etc. le» 
équation» 

aV 


c'^- a 4 - 

b 

bd 

d=V — — 

c 


(l'—b u 

b 

c 

b 

^( ü 

J 

II 


bc " 

■ nr 

! c 


^ # 
e'=c*— 

|e'=c*— 


cd' 

d 

cd* 

~T 

c<r 

T 


f=d!-?L 

J e 


e 

■•***• *• 


, ef 

\S= d ~f 


etc. 


etc. [ etc. 

Appliquons cette méthode au développement en fraction 

i / x* 

continue de l’expression — : on trouvera après avoir 

développé (y* — i )* , et comparé ayec la proposée 
b—x, y= O-, i*= o, b m ± 6, etc. 

° —y > a> ~ — \y~\ a" = — i y~\ a' = -iV>- s 

o” = - ihy ; a’ == — rf jr » , etc. 

d’où résultent , v . 

e= — by-'-, d = ^\xy-*-,a = ^y- 3 -,f=:^xy-*-, eto. 

B 4 , 


etc. 


; 
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et faisant ces substitutions dans l’expression générale de la 

fraction continue , on trouve d'abord 




X 


X rr+ 1 


-i r l -v-y" » l_ 

— ;gy~*' — îay- 


i.r 3 


-L2L- + etc. 
T 5^“ 4 


et, toutes réductions faites, en donnant la plus grande atten- 
tion aux signes , on obtient 


L/— : 

K v*-* i 


J- 


*y 


®. y - 


sy 




etc. 


Prenons pour seconde application la série 


, g-4-ÿ^ + Ty 5 4 » 7 j7 + etc. 

* ■+* o “t* o *4" o + etc. » 

qui représente , comme sous le ferrons par la suite , le dé- 
veloppement de J l (^ - ^ , l désignant ici- logarithme hy- 

perbolique •• on a dans ce cas 

a — i , a' — o, a" =. o , a m — o, etc. 
b = x; b' =ix 3 , b u ^\3?, r=s\x’ y etè. 

€■=. — I x*j d = — Ti^> e = tï a ^>/ = ■+“ T» » » xS 5 °* c - 





4. 




doue 


i+'T 1 
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___i * « ■ v 


+ 


-ti* ' — i* 


A -4 " JL x? 

— « i x 


rffeî & + etc. 


I 

x 5 


5 _/- 

i 7 


ib 


a: q 

a? 
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fv^S 


1 1 
x 


etc. 


Lorsque x = tang ç , on a 

, + tn,jA = j,« ,(' + ,) 

;ç/ '4 / 


. *'(f 


• tang <p . 

<sr désignant la demi-circonférence •, donc 

• ï /■ tang ( v + ? ) = 


tang <p 


tang ç 


~ 5 " 


.9 


tang ç 




tang ç 


a 5 


5 ■ 4 tnu') 


il 


ta,, S * “ etc- 

tang <? 

Nous démontrerons aussi que x étant un arc dont la tangent» 
t , *n a 

* = l- i lP + \ »* - S * 7 + \ <*- «c. 




, : . 

• V 

; »* 


..to 


/ -t 


v\ 


■*& 

i * - ; , • • s . _ 
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a = 1 , a! = o , a" = o , a" = ci , 

br=t,b'^ — \t\ è"=i£ s ; A7=— ii 7 , = , etc. 

c=^d=^ t 3, , =s ^ ( *^- e g i i»; etc. 
d’où résulte , âpres les réductions , 

i 


tanga: 


+ 


tança: 


+ - 


tantgx 


[- etc. 

tanga: 


On voit donc qu’on pourra résoudre en fraction continue tout» 
expression qu’on saura développer en une série. 

îo. Pour repasser d’une, fraction continue à la fraction 
ordinaire qui lui a donné naissance , on fera les réductions 
successives ^ 

. . 1 . _ , » , *£> + >4-*. 


*,+ 


# + £ 
y 

* «t Cy «T 4- T'J-l-atJ-f-ttC -f- î _ 


y + - 


Cyà‘ + i +C 


; etc; 


En examinant ces résultats , on découvre facilement que le 
numérateur de chacune des fractions ainsi formées , est égal 
à la somme faite du numérateur de la fraction qui précède , 
multiplié par le nouveau quotient , ou par le dernier quotient 
introduit , et du numérateur de l’antépénultième fraction , et 
que le dénominateur de chaque fraction se forme suivant la 
P° P 

même loi , en sorte que — et yr étant deux fractions coa- 
* V Y 


J 
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técutives , et /4 le nouveau quotient introduit , ou le dernier 

p 

des quotiens qui entrent dans la fraction —, qui suit immé- 
diatement , on aura , 

P' P^ + P* 


Q 1 (ïp + V 

Pour démontrer que cette loi a lieu dans toute l’étendue de 
la fraction continue , supposons qu’elle ait été vérifiée jusqu'à 

P’ 

un certain quotient /a ; soit la fraction correspondante , 

» V 

p P° , 

— la fraction qui précède , et l’antépénultième fraction , 
on aura 

P' = P y P° 

<? = qja + q°. 

Si on considère le quotient qui suit immédiatement le quo- 
P“ 

tient y , et que —y soit la valeur de la fraction continue 

calculée jusqu’au quotient y' inclusivement , l’expression ana- 

P“ P' 

lytique de -^y sera ce que devient celle de lorsqu’à la 

place de y on écrit y -J — ÿ; donc 

* ». 


P” 


'{*+v)+ p - 


(P« + P")^ + P Py’ + P- 


p" p p 

Donc la fraction se déduira des deux précédentes —, et — 

p« 

•t du quoti.ut y! répondant à —rpr suivant la loi 
• / V 
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P" = P' y.' + P 

Q'~ Çf b' + Q- 


Cette loi de formation aura donc lien dans tonte l'étendue 
de la fraction. 

Ayant donc écrit phr ordre les quotiens a, li , y, J 1 , etc. 
en formera facilement les fractions correspondantes de cette 
manière : 


* et C y £ s 

1 et aC -{- i ttÇ*' -4- <v -t- t (Æ\ 4 1 -b *y^ -f* r, -$' -1- -f- l 

O ’ 1 ' b ’ b y “t* l 9 -j- a -f- w 


où chaque numérateur se trouve en multipliant le précédent 
par la lettre écrite au-dessus, et ajoutant ce produit à l’anté- 
penultiènie , et procédant de la meme manière pour com- 
poser le dénominateur. Pour que cette loi de formation puisse 
valoir à partir de la seconde fraction inclusivement , on 
écrit j pour première fiaction , quoique celle-ci ne soit pas 
une portion de la fraction continue. On anra donc, en repré- 
sentant par A , B, C , etc. les numérateurs de ces fractions suc- 
cessives , et par A , B’ , C ^ etc. les dénominateurs des memes 
fractions , j 


A ~ a. 

B = Al -f- î 
C = By -j- A 
D — CS -f B 
r etc. 


A — î 
B' AC 
C ' t= B' y + A 
D' — C'«f + B' 
* etc. 


Les fractions résultantes —, , 
A 


B_ C_ 

B " C ’ 


etc. qnt été nommées 


fractions convergentes , parce que , comme nous le verrons 
bientôt , chacune d’elles approche plus que celle qui là pré- 
cède de la valeur exacte de la fraction continue. 

, 3 ; v f J 

Si la quantité a qu’on veut développer en fraction cou— 



y 
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*9 


tinue, est une Fraction rationnelle -y, , il est évident que cette 

fraction sera toujours la dernière dans la série des fractions 
convergentes ; car , dans ce cas , la fraction continue sera ter- 
minée : mais si la quantité a est irrationnelle , la fraction conti- 
nue se prolongeant sans jamais s’arrêter , la suite des fractions 
convergentes ne s’arrêtera pas non plus. 

r . . ABC 

n. Les Jrachons convergentes -7, , 777 , 77; , etc - sont olter— 

nativement plus petites et plus grandes que la valeur totale de 
la fraction continue. En efl’et, à ne considérer que la pre- 
mière fraction *, on aura, en désignant par x la totalité de 
la fraction continue 

x >7 

Si l’on prend a. -J- - , comme le dénominateur £ est plus petit 

‘ i* 

que le dénominateur C -) J- etc. , on aura , 

7 

*< * + -• 

En se bornant à a -j - — , comme le dénominateur y est 

y 

' . .1 

plus petit que le véritable , la fraction - sera trop grande , 

y 

la fraction — ! — sera trop petite , et la somme « -j- ■ 

<-+z 

y 

sera trop petite, en sorte que 


C + - 1 

y 


x> a. -f 


C + 


y 
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fit ainsi de suite alternativement : donc la valeur de x est 
toujours comprise entre deux de ces fractions consécutives, 
ta. Si on multiplie en croix les termes de deux fractions 
p«. p 

convergentes consécutives — , — , on aura toujours la diffé- 
rence des produits 


pçy> — P°Q — ± 1) 

• P ' 

savoir + 1, si la fraction est du nombre des fractions 

plus grandes que x, ou si elle est de rang impair, la frac- 
tion j étant la première , et — 1 si elle est une fraction plus 
petite ou de rang pair. 

En effet, si l’on considère trois fractions consécutives 

P* P_ Pf_ 
y»’ y ' y ' 

et que p. soit le quotient placé au-dessus de — , ou le qno- 

> pi 

tient correspondant à-^, on aura, d’après la loi démontrée, 
P’ =Pp + P* 

Ç'=Ç/*+Ç’; 

d’où résulte 

P'Q — PQ' =poQ— P y = — (Py — P° y) 

’ - . 'P 

Qn aurait de même , en représentant par y— la fraction qui 

y ,/ 

p a / 

précède immédiatement — , 

p y _ P- Q^'PQ” — 'QP° = — (/*>' Q — 'PQ°) 

et ainsi de sui^| , en remontant jusqu'aux deux premières 
1 «6 

fractions - et - , qui sont comprises dans la loi , et pour le>- 
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quelles la différence analogue est * X ° — i X 1 — — i ; 
en sorte que 

B A' — B' A — -|- i 


CB' — CB — 


i. 


On peut déduire de cette propriété plusieurs conséquence* 

importantes: on en conclura d’abord que les fractions ^ 7 , etc. 

sont déjà réduites à la plus simple expression , car si C et C’ , 
par exemple , avaient un commun diviseur autre que l’unité , 
il faudrait , d’après la propriété 

BC' — B'C =s -j- i , 

que l’unité fût aussi divisible par ce commun diviseur ; con- 
clusion qu’on déduirait de la même égalité à l’égard de 

La propriété que nous venons de démontrer , trouve Soh 
application dans l’analyse indéterminée , ainsi qu’on le verra 
dans l’un des chapitres suivans. 

• i3. Évaluons maintenant la différence entre une fraction 
quelconque et la valeur x de la fraction continue totale. ^Ir 
p p< ' 

cela soient toujours — et -r-, deux fractions consécutives , et 

• V • V 

» . P' 

y le quotient qui correspond à — , yen sorte que 


F 


Pu. -f- P‘ 


Qp 4- Ç 1 " 

»i , à la place de y , on écrit le reste de la fraction continue , à 
partir de y inclusivement , on aura , en désignant ce reste par 
■y, et la totalité de la fraction continue par x , 


d’où on déduit 


P y -f- P° 

* ~ + T ’ 


P _P°Q — P Q° _ 




V 
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et 


P* (pç* — P°Q)y_ j. y 

x ~ {r~ U° C ev -t-'Cr ) “ " c <>y + C>°)' 


P po 

Le* différences x — — - et x — — sont donc toujours de 

signes contraires , et conséquemment la valeur de x est com- 
prise entre deux fractions consécutives , propriété déjà dé- 
montrée plus haut. 

Soit p le nombre entier immédiatement moindre que y , en 
sorte qu’on ait 

y > i* et y < m + 1 ; 

•n aura aussi 

*• • • . t - *• f 

Vy + Q a > Qp + 0° «* Qy+ Q° < Q Cm + 1 ) + Q*. 

j 

donc ' . • 

t * 

I 


x v < + (n ou< + qv 


t - 


<i > ^ Q CÇ 0*4*0 + Ç*] 


in ou > + 


" w+w 

i4- Ainsi l’ erreur qu’ an commettra en prenant une fraction 
en place de la fraction continue totale, sera toujours moindre 
que l’unité divisée .par le produit des dénominateurs de cette 
fraction et de la fraction immédiatement consécutive , mais plus 
grande que l’unité divisée par la somme du même produit et 
du carré du dénominateur de la fraction sur laquelle on 
opère., ’ 

• Or les quotiens a., C, y, etc. étant des nombres entier* et 
positifs, on a \ ' 

Q°<Q> QKÇy, donc QQ 1 > Q* et 71 Vp<-^etc. 


donc , à^ilus forte raison , 




P ^ , 1 


t5. * 
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\ 

i 5 . Donc l’erreur commise en prenant une fraction quelconque 
pour la fraction totale , est toujours moindre que l’unité divisée 
p (P le carré du dénominateur de cette fraction. 

‘Des équations trouvées précédemment 


on déduit 


* Ç"- + <?((*- t-Q°) 
P° . v 

* <?' 


-<?(Qy+Q°y 

P — Qx— + 


Qy + r’ 


d'où 


— /* , + Ç°x=± 


P — Qx 


JL 






1 

J 


or y , par sa définition , est un nombre plus grand que l’unité, 
donc * • 

< 1 . d’où P- Qx< Q°x P*j 

et , à plus forte raison , 

P P* 

16. Donc la différence entre la fraction continue totale x 

et une fraction quelconque, est moindre que la différence entre 

x et la fraction qui précède immédiatement celle-là. Cette pro- 

__ P° P p' 

priété a fait donner à ces fractions successives— ’ — , — , 

etc. le nom de fractions convergentes. 

1 7. Soit — une fractiomdont le dénominateur IV soit moindre 

que le dénominateur Q d’un» des fractions convergentes 
Analyse. C 
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il faudrait 


p p 

—/je dis que la fraction — exprimera plus exactement la 

* M *, 

valeur de x que la fraction jy . 

La proposition se réduit donc à faire voir que la fraction — 

p p > 

ne peut être intercalée entre deux fractions consécutives —, ^ 

antre lesquelles se trouve la fraction totale x. 

„ , r • M . P 

Pour que la traction -jn se trouvât entre — et x, 

# . V 

qu’on eût " • 

P M ^.P ' , r .. P M i 

JJ~ N< Q Ct ' a f° rtl0n ’ J>— 7V< JJ*. 

abstraction faite du signe, ou qu’en réduisant le premier 
membre au dénominateur Q N , on eut 

PN — QAf ^ 1 

QN m< " Q % ‘ • v 

Or P , Q , M et N étant des nombres entiers , le numérateur 
PN — QAT ne peut être, abstraction faite du signe, un nombre 
moindre que l’unité : on a d’ailleurs , par hypothèse, 

* fV<.ÇetJVQ<Ç*; 

doDC on aura , au contraire , 

pN—çnr^ i 
JJN ’ > (f * 

_ M p _ M»i 

donc — , ne peut se trouver entre — et x. Pour que -r- tom- 

N, r Q « A * 

P' , * 

bât entre x et — n il faudrait qu’on eût 

p L- f:i x< _L- 

(7 N 
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P'jV—Q'M 


5S 


{/. iV 


< 




ce qui ne peut adKr Heu , parce qu’encoré le nuriiératetif 
ne peut etre , abstraction faite du signe, < i , et parce que 

A r est, à plus forte raison, < Q' . La fraction rie peut- 

P' P" 

être , à fortiori , supposée entre les deux fraetioni — , ët —, * 
— et — , etfc-T donc ellè ne pourra exprimer la valeur de*- 

V. v * ■ 

P 

plus exactement que la fraction — . _ • 

18. Donc chaque fraction convergente exprime la valeur 
de exactement que toute autre fraction dont le dénomi- 

nateur serait moindre que celui dg la fraction qu’on considère. 

_ _ . A B ' ' P» P P' 

Les fractions —, , etc Q' etc ' ont 

été appelées fractions principales , parce qu’elles convergent le 
plus qu’il est possible vers la taleur totale x de la frdfction coiv- 
tinue. On a vu qu’elles étaient alternativement plus petites 
et plus grandes que x ; ainsi on pourra les séparer en deirC 
«lasses ; 

C 

C’ 

U 
D” 


» 9 - 


A 

A" 

B 

B’ ’ 


F ,etc. 


F - etc ‘ 


La première sera composée de fractions toutes plus petites que 
x et qui iront en augmentant fers * ; fa seconde , dô fractions 
toutes plus grandes que .r, mais qui iront en diminuant vers 
cette quantité. 

Examinons maintenant chacune de cés deux séries en . par- 
ticulier. Dans la première , on aura 

"C»a 
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d’où l’on voit d’abord que les fractions ~ , ’j-X - C , etc 

Ad *4“-æ 

vont en augmentant , puisque leurs différences sont toute» 
positives»; ensuite, comme ces différences sont égales à l'unité 
divisée par le produit des deux dénominateurs , il est impos- 
sible qu’entre deux fractions consécutives de la série précé- 

dente , il puisse tomber qfte fraction quelconque — , si le déno- 
minateur n tombe entre les dénominateurs de ces fractions , ou, 
» en général , s’il est plus petit que le plus grand des deux déno- 
minateurs , comme nous l'avons démontré précédemment. De 
plus, comme les fractions dont il s’agit, sont toutes plus petites 

• n ^ 

que la vraie valeur de et que la fraction —, estplus grande, 

■ * ' 

jf est évideqt que chacune de ces fractions approchera plu» 
, , B 

de x que de ■ : or on trouve 


A 

B 

1 

A 

B' 


B + A 

B 


B'-rA' 

W 

~ . B' - A ,B' 

»B + A 

B. 

-* i 

iW+A' 

w 

~~ .«f rHfVf- 

ZB+ A 

B, 

— - l 


B' 

“* B' 

C 

B 

— 1 # *• 

C 

B 1 

“ CB” 


donc, puisque ces différentes sont aussi égales â l'unité divisée 
par le produit des dénominateurs, on pourra prouver de la 

même manière que ci-dessus qu’aucune fraction — ne pourra 

tombcrentrel’unequekoriqued es fractions^, 

A D A .2 1) -j- A 

* B \ 

«te. et la fraction ^ , si la dénominateur n est pins petit qu» 

v f 
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fteîui de la même fraction , d’où il suit que chacune de ces frac- 
tions approche plus de. la valeur x que ne pourrait en appro- 
cher toute autre fraction moindre que x* et qui aurait un déno- 
minateur plus petit , c’est-à-dire , qui serait conçue en termes 
plus simples. 

... » 

Nous n’ayons considéré que les fractions intermédiairais 

entre —j, et ^ : il en sera de même des frétions intermé- 

♦ * ç E KG. 

diaires entre et — -, entre ~ et 73 , si t,u etc. sont de* 
O A £> t/ 

nombres plus grands que l’unité. 

H K i P* F ^ 

On peut aussi appliquer à l’autre série , j~ r , tout c* 

que nous venons de dire relativement à la première séria 
AC . 

—rf - etc. de sorte que si les nombres <T, Ç etc. sont plu» 

AC (4 * ■ 

rA 

grands que l'unité , on pqùrra insérer entre jp et — , 

D p* ' 1 . . . v * 

entre^? et-^ etc. différentes fractions intermédiaires toutes 

plus ™andes que x , mais qui iront continuellement en dimi- 
nuant, et qui seront telles qu’elles exprimeront la quantité x 
plus exactement que ! îie pourrait faire toute autre fraction 
plus grande que x et qûfi serait conçué en termes plu* 
simplet. ... 'f'.* 

r t - ' V 

De plus si t est aussi un nombre plus graad que l’unité , 

• , u y ' 

on pourra pareillement placer avant la fraction -g les fractions 
J+ 1 âA+i 5A+i v. f'J+r B 

~ —> à ’ “T” etc ’ J usqu a — = 2F' et ce * 

fractions auront les mêmes propriétés que les autres fractions 
intermédiaires/ De Cette manière , on aura ces deux suite» 
«emplettes de fractions convergentes vers la quantité x : 

e-afe '• 

■Kljt 


Mo 
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Fractions croissantes et plus petites quex 


? A 

B+A <a B A 

(y—i)B + A* 

A!' 

B'+A' zB' + A' 

jB'+A' 

C 

D+C s D + C 

(e — i) Z)-+- C 

C " 

D' + C' ’ aD'+C' 


% £ 
E! ’ 

F -f- E " 
F'+E' eC ‘ 


Fractions défroissantes et plus grandes que x 

A + 

1 2 A -f- î [SA -4- î 

(C — i <A+i 

1 

* a * 3 

e— i 

B 

C + B 2 C4-B 

(f— i) C+B 

£' '* 

C-\-B' a C+JT 

’ ’ V— 0 C'+B’ 

D 

D' ’ 

E -f D 

E! -\-D' 



la quantité x est irrationnelle , les deux séries précédente* 
^îront à l’infini, puisque la série des fractions principale* 

etc. va d’elle-mème à l’infini. 

a , b 

Les fractions intermédiaires sont appelées fractions ^pcon- 
daires. 

Mais si le nombre X est rationnel et égal à une fraction 

' y _ 

quelconque , on a vu que la série des fractions principales 

sera terminée , et que la dernière fraction de cette série sera 

y 

la fraction -p-, j donc cette fraction terminera nécessairement 

aussi l’une des deux Séries ci-dessus , mais l’autre série pourra 
aller toujours à'I’infini. 

En effet , supposons que <f soit le dernier dénominateur de la 
fraetion continue , ^ sera la dernière des fractions principales, 
et la série des fractions plus grandes que jp se trouvera terminée 
par cette même fraction -.5 ; or l’autre série des fractions plu* 

/ La 


■ / 


? 



O 

petites que x, se trouvera naturellement arrêtée à la fraction—, 

qui procède — , ; mais pour la continuer , il n’y a qu’à considérer 

que le dénominateur e qui devrait suivre le dernier dénomi- 

' - E 

nateur <f, sera oo(n 0 : 8 ), de sorte que la Fraction — ; qui sui- 

. * ^ 
vrait jp , dans la suite ' des fractions principales , serait 

^ y~ — Tv : or > P ar l a loi des fractions intermédiaires, 
oo Ij -J— C tJ 

il est clair qu'à cause de e = oo , on pourra insérer entre les 
jQ £ 

fractions et —, une infinité de fractions intermédiaires qui 


C 


•seront 


D^i C a D+ C . 3 D + C 

zy+ctl aD' C ’ 3 D' +V 


etc. 


Ainsi, dans ce cas, on pourra après' la fraction —, placer en- 
core les fractions intermédiaires dont nous parlons. 

ao. On peut donc résoudre cette question : urye fraction ex- 
primée par des grands nombres , étant donnée , trouver toutes 
les fractions en moindres termes , qui approchent si près de la 
vérité qu’il soit impossible d’en approcher davantage par des 
fractions plus simples. 

D’après la théorie précédente , le problème sera résolu en 
réduisant la fraction proposée en fraction continue , puis en 
formant les fractions convergentes et intercalant des fraction» 
secondaires. ( Voyez les additions par Lagrange à l’ Algèbre v 
d’Euler. ) * , . „ . 

• • • r , v. 

ai. Lorsqn’on développe une quantité qn fraction continue, 
il arrive quelquefois que les memes dénominateurs reviennent 
toujours dans le même ordre : dans ce cas , la fraction continue 
e»t dite périodique , et elle peut toujours être considérée 


• » 
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' ' *■ » 

comme la racine d’une équation du second degré. Soit la frac- » 

tion périodique * ' • . 


x = 


F + T + — 


p etc.: 

” ' < _ / 4 - 

puisque le nombre des fractions intégrantes est illimité , il est 
clair qu’on peut substituer x à l'ensemble des fractions inté- 
grantes qui suivent la première { -cn sorte qu’on aura 


p + x 


, d’où x* -f- px = î et x = — 


La fraction continue ci-dessus servira donc à trouver la ra— 


cine carrée du nombre 


, puisqu on a 


^ p x + 4 _ p _ , ±_ 

a * P +J. 


P +~ 


En faisant p =5 a , on obtient 


p c * c * 

r •? 


■ i/T= 1 4- — , 

• a +T+-i 

+ a + etc. 

Y 

Soit encore la fraction 


*=/»- fr, ’ 

fl T •— 1 s 

p +— 

. q +etc. 

• h 

ddfct les dénominateurs reviennent périodiquement de deux 
«n deux , on aura 




7 + r- 


a x> g i b n i q v s . 4’3 

d’où résulte l’équation du second degré . i • 

qx* — pqx — p — o. 

Il en serait de même , si la période était composée d’un plus 
grand nombre de termes ; c’est-à-dire , qu’on serait toujours 
conduit pour la déteriptparion de x à une équation du second 
•degré. Il peut arriver aussi que la fraction continue soit irré- 
gulière dans ses premiers termes , et qu’elle ne devienne pério- 
dique qu’à une certaine distance du commencement. Soit , 
par exemple , la fraction - • 


x—p - 1 

<1 + - , 


+ 7 + - 

s -f- etc. • 


et désignons par y la partie périodique, ou supposons 


. i 

y = r+ - . i 


* + ~ , 1 
r + - 


s + etc. 


-on aura 




- , i ,, , x — p 

q + - » d ou y == 

y , i -t-qÇx— p) 


mais 


y = r 4 , d’où sj* r#y -r*.rz=o-, 

• ■ .'•& 


* < H — 

• y 

• i • • 

et remplaçant^ par sa valeur, il viendra » 

j (x-p )*— rs (x—p) ( i — q (x—p) ) — r) ( i— q (x— p))» sèo * 

équation qui , développée çt ordonnée par rapport aux puis- 
sances de x , montera au second degré. En la résolvant et 
égalant la valeur de x à la fraction continue qu’elle repré- 
sente , on aura le développement en fraction continue de la 
racine quarrée des nombres représentés par la formol* qui 
se trouvera sous le radical. ^ ^ 

Soit la fraçtion périodique 



I 
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x=«+£ 


A N AL Y ■ S T. 

_P 


p , d’où x — a = t- p 
’+ÿ + £ P *+, + E 

, + ï + «Ct. . " 


«n en déduira 

t\ \ ' .... * . . 

» x — a — 2 • donc x s 

<7+x - a 

; . ' • . , . i i 

et conséquemment 

*» ' 

V / q* 4 - 4 p —( 7 _ P 


q-{-etc. 

* .«a 

M — q+ l/'q*+ 4 p, 


eu, faisant q — za., 


q + L - 
V 9 -f etc. 


’ * l ^ r +^= a +£ + £. „ ' * 

. t ■ , ' an -J- etc. . 

Si on réduit en fraction ordinaire la portion de fraction con- 
tinue correspondante à sept périodes , on trouvera 

tf/ — , - _ , (go ) 7 p -f 5 (an) V + 7 (sa) V -t -5 (an) 

û ? a ** (ao) 8 +6(aa) G p-j _ , 1 1 C 2a )V a ^■7C 2a ) ! “P 3 ^■/ :,4 

‘ ^ * ■ 

Proposons-nous d’extraire , par approximation , la racine 
quarrée de 3 : nous ferons dans la formule précédente 
a ~ î , p = i , ce qui donnera 

. isB -f- 5 . 5 a -f- 7. 8 - 1 - 5 . a . 70 

2 1 . 256 -J- fî.64 + 1 *• + 7-4 "P 1 1 69 

résultat exact-, à moins d’un cent millième près. 

Qu’il s’agisse d’extraire la racine quarrée de 97 : on fera 
dans la formulç a = 10 et p = 97 — 100— — 1 : donc 

•-> 1 3607007 ’^o 0/0Q ■ > 

V 97 ~ 10 24460764481' ~ 8 ’ 

S’il s’agit- d’extraire la racine quarrée dé m* -f- n* , il faut 
faire dans la formule • * ( , 

a~m-\~n,p — m? -\-n l — m* — 2 mit — «'=;■ r- 2mn 


okjitaeO :)y C'jooglc 


A. L G è li R I Q tr E. 4 fi 

. 4 ^ 

*. * ' ' ‘ 

CHAPITRE IV. 

Méthode d’ approximation des racines des 
équations numériques. ' " • 

23. Nous avons déjà donné ( I cre sect. ch. XXVII ) une 
méthode pourapprocher des racines d’une équation numérique : 
nous allons en faire connaître une autre pour réduire ces racines 
en fractions continues ; en sorte qu’au moyen de la théorie 
précédente , nous pourrons assigner des fractions alternative- 
ment plus petites et plus grandes que chacune des racines , 
mais qui en approcheront de plus en plus. 
j0bit,^| cet effet, l’équation 

Ax m -f- Bx m ~' -f Car” - * -f- etc. -f V = o , . ( M ) 

et supposons qu’on ait trouvé par lesméthodes données (I e,e sect. 
ch. XXVI ) les valeurs entières immédiatement en-dessous 
des racines cherchées; si p est l’une de ces valeurs, en sorte 
qu’on ait ^ * 

p et x < p -f J ; 

©n posera 

y 

où y est un nombre plus grand que l’unité ; et substituant 
pour a; cette valeur dans la proposée , on trouvera , après 
avoir multiplié l’équation résultante par y m , 

A'y m + B' y m ~ l + C'y m ~* + D'y n ~ 3 + etc = o . . . JK) , 

équation qui aura nécessairement , au moins , une racine 
réelle plus grande que l’unité. Sqit q la valeur entière en 
dessous de y , on fera • • > ■ * ’ * r 

y = <? + z * 

* M 


e 
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c 

A 

CA' — AÇ _ 

A" B' +A)—A(B r y+A') 

y 

c 

A^ 

AC + 

' AC 

AC'. 

E 

C 

EC'—E'C 

C (ne+C)- C{D't+C) 

e 

Ë 

C 

C'Ë 

CMk 

~ CE' 



etc. 


» • / 

•Dans la seconde on aura 

\ » 

- 

G 

D 

BD'-B'D _ 

B C F+B')-B'(CÏ+B) 

<r , 

B' 

D'~ 

B'ü' 

- 1 B'D' 

BD' 

T> 

F 

DF'— FC _ 

DrËr-\-n' — d'(£:+D) _ 

K 

D' 

F'~~ 

FV 

F'D' 

' F'D' 


etc. 


Si les nombres y, J , « , etc. sont tous égaux à l'unité , il sera 
impossible qu’entre deux fractions consécutives qu^dfcques 
de l’une ou de l’autre des séries précédentes , il se trouve au- 
cune autre fraction dont le dénominateur tombe entre ceux 
de ces fractions , ou , en général , dont le dénominateur soit 
moindre que le plus grand de deux dénominateurs : en effet , 


, » a b 

représentant par -p , -p 


deux des fractions consécutives ci-des- 


sus, on a 

* 


b a î 

~V~~d ~db ! ’’ 


donc , pour que la fraction — tombât entre -p et -y , il fau- 
drait qu’on eût 

a'b—aV i - m a ma! —na 

a! b' * a' b' ^ n a 1 ° U ^ nd 

or le numérateur ma! — na ne peut être, abstraction faite du 
signe , plus petit que l’unité; d’ailleurs n est, par hypothèse, 
plus petit que b' , donc on ne peut avoir - 


v . 

4 
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A L « é B R 

tna' — na 


na 


< 


i Q 

i ’ 


U E. 


O7 


Mais il n’en sera plus ainsi lorsque les nombres y , 1 , e etc. 
seront différens de l’unité : car supposons, par exemple, que y 
soit 4, on aura .. . 

' C = 4R + A 
■C'=z4B' + A, 

AC 

et on pourra , entre les fractions —, — insérer les trois frao- 

- » ' . ' f? ' r. : C 1 

tions intermédiaires , ; , 

. Î :-ac>B+À zB+A ZB+A 
B'+A'^B'+A" ZB' \ A!~ 

Or il est clair que les dénominateurs de ces fractions forment 
une suite croissante par différences égales depuis ^'jusqu’à 
C , et les numérateurs depuis A jusqu’à C , et nous allons 
voir que les fractions elles-mêmes croissent aussi continuelle- 
, . A . ,.iC " 

ment depuis — ( jusqu a -^ 7 , en sorte qu a serait maintenant îm- 
A C 

possible d’insérer dans la série 

A B + A 9 .BA-A ZB + A 4 B + A _ C 
A " B' + A 1 ' \B'+A" ZB’+Â’ ’ 4B'+Â~ C 
aucune fraction dont la valeur tombât entre celles de deux 
fractions consécutives, et dont le dénominateur se trouvât 
aussi entre ceux des mêmes fractions; car si l’on prend les 
différences entre les fractions précédentes , on aura , à cause 


de B A' — AB'= 1 

• ^ 

A-h B 

A -i 

B'+A! 
a B 4 - A 

A' ~ A' {B 1 A 1 ) 

B + A 1 

s.B' + A' 
ZB + A 

B'+A' * (B'+A') (a B'+A') . 
a B + A 1 

ZB' + A ’ a B' -f ■ A' ~~ (a B'+A") $B'+A) 

\C 3 B 4- A 1 * 

S, : . 


C ZB' 4- A' ~ (oB' + A') C ■ 


C 3 
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d’où l’on voit d’abord que les fractions ~ ^ ^ , etc. 

vont en augmentant , puisque leurs différences sont toute* 
positive*; ensuite, comme ces différences sont égales à l'unité 
divisée par le produit des deux dénominateurs, il est impos- 
sible qu’entre deux fractjons consécutives de la série précé- 

dente , il puisse tomber qfte fraction quelconque — , si le déno- 

n 

jpinateur n tombe entre les dénominateurs de pes fractions , ou, 
« en général, s’il est plus petit que le plus grand des deux déno- 
minateurs , comme nous l’avons démontré précédemment. De 
plus, comme les fractions dont il s’agit, sont toutes plus petites 

♦ n 

que la vraie valeur de .r, et que la fraction —, est plus grande, 

jl est .évident que chacune de ces fractions approchera plu» 

, , B 

de x que de ~ : or on trouve 

Tr 


A 

B + A 

B'-rA } j 

xB + A B. 

B' 
B 
B' 
B_ 
b' 


B___— « 

B' 

B — ;i 

W 


B' A' B' 


lfi'+A' 
ZB -f A 
ùU -f- Si 

£ 
c ' 


■— i , 

1WT4ÎT 

— i 


C'B' 


donc, puisque ces différentes sont aussi égales a l’unité divisée 
par le produit des dénominateurs, on pourra prouver de la 

même manière que ci-dessus qu’aucune fraction — ne pourra 

. „ ' , . — A B+A xBA-A 

tomberentret une quelconnuedestracpons--, — - — — , — 

i" A O .2 li -f-A 

• b \ • • , : 

çtc. et la fraction jp, si k dénominateur n est plus petit qua 

V t . 
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e.elui de la même fraction , d’où il suit que chacune de ces f ac- 
tices approche plus de. la valeur x que ne pourrait en appro- 
cher toute autre fraction moindre que x* et qui aurait un déno- 
minateur plus petit , c’est-à-dire , qui serait tondue en termes 
plus simples. 

Nous n’avons considéré que les fractions intermédiaire* 

entre — et : il en sera .de même des fractions intermé- 

A! C ^ 

, * ' Ç E F/ G L , 

diaires entre et — , entre ^ et m t,» etc. sont des 

nombres plus grands que l’unité. 

3 v F, 

On peut aussi appliquer à l’autre série , ~ tout ce 

que nous venons de dire relativement à la première séria 

AC ; 

, - 7 T/ etc. de sorte que si les nombres <T, Ç, etc. sont plus 

AC S * 

3 d 

grands que l’unité , on pqttrra insérer entre --, et 
DF * * 

entre -kj et etc. différentes fractions intermédiaires toutes 

^ F' 

plus ™andes que x , mais qui iront continuellement en dimi- 
nuant, et qui seront telles qu’elles exprimeront la quantité x 
plus exactement que ‘be pourrait faire toute autre fraction 
plus grande que x et qtfi serait conçue en ternies plus 
«mples. t ** 

; t * 

De plus si 0 est aussi un nombre plus graad que l’unité , 

on pourra pareillement placer avant la fraction -- r les fractions 

A+ î ûA-b i 5^-fi >. ?A+r B 

i ’ —T" ' 3 etc ’ )u8qu a — — = F' et ce ‘ 

factions auront les mêmes propriétés que les autres fractions 
intermédiaires.- De dette manière , on aura ces deux suite» 
«emplettes de fractions convergentes vers la quantité :x : 

c *< '• /■: 
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Fractions croissantes et plus petites que x 


, A 

B+A a B -f A 

(y—i )B + A* 

A" 

C 

B'+A' aB' + A' 

D+C s D + C 

""{ÿ-riB'+A' 

(i-i)DA-C 

C " 

D' -f C’ ’ a/J'+t' 

‘ "(e— i 

E 

F-+-E „ 

■ , 

E " 

~F r ^~ÊT et ° - 


Fractions décroissantes et plus grandes que x 

A + 

1 2 A 4- i j|3 A -4- i 

(C-i'A+i 

1 

5 2 ' 3 

C— i 

B 

C A- B aC-hB 

(f— i) CA-B 

B' ’ 

C-^B’ aC+BT' 


D 

D" 

E+ D 

E+D' CtC ‘ , 

a **’ 


■ * WV- ' * '- i 

la quantité x est irrationnelle , les deux séries précédentes 
'iront à l’infini, puisque la sprie des fractions principales 

etc. va d’ellernième à l’infini. 

JÎ i IJ * 

Les fractions intermédiaires sont appelées fractions ^|con- 
daires. _ ■ 

Mais si le nombre x est rationnel et égal à une fraction 

V ■ , ’ V . ' ■ • 

quelconque.^ , on a vu que la série des fractions principales ’ 

sera terminée , et que la dernière fraetion de cette série sera 

v : ■ •» 

la fraction ^ j donc cette fraction terminera nécessairement 

aussi l’une des deux Séries ci-dessus , mais l’autre série pourra 
aller toujours à'I’infini. 

En effet , supposons que <f soit le dernier dénominateur de la - 

fraetion . continue , — serala dernière des fractions principales, 

et la série des fractions plus grandes que ^ se trouvera terminée 

par cette même fraction ; or l’autre série des fractions plu* 
y Z/ , 



! 
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* » 

« . . . . i 

petites que x, se trouvera naturellement arrêtée à la fraction-^-, 

qui procède —, ; mais pour la continuer , il n’y a qu’à considérer 
que le dénominateur e qui devrait Suivre le dernier dénomi- 

' , e 

nateur <f , sera oo(n°. 8 ) , de sorte que la fraction —, quisui- 
* ** 
vrait jÿ , dans la suite ' des fractions principales , serait 

■ ” ^ ^7 = —, : or , par la loi des fractions intermédiaires , 

oo J) -f- C Z/ 

il est clair qu’à cause de e — oo , on pourra insérer entre les 

CE 

fractions et —, une infinité de fractions intermédiaires qui 

O . Ju 

♦seront 


D£iC afl + C. > 3 D + C 


>• 


V+Oil uD'-e-C’ 30' 4- V 


etc. 


Ainsi , dans ce cas, on pourra après' la fraction y-, placer en- 
core les fractions intermédiaires dont nous parlons. 

ao. On peut donc résoudre -cette question : ur\fi fraction ex- 
primée par des grands nombres , étant donnée, trouver toutes 
les fractions en moindres termes , qui approchent si près de la 
véritd qu’il sait impossible d’en approcher davantage par des 
fractions plus simples. 

D’après la théorie précédente , le problème sera résolu en 
réduisant la fraction proposée en fraction continue , puis en 
formant les fractions convergentes et intercalant des fractions 
secondaires. ( Voyez les additions par Lagrange à l’Algèbre 

d’Euler.) * , - . 

- ♦ • *“*. ’ r . V, 

ai. Lorsqn’on développe une quantité en fraction continue^ 

il arrive quelquefofe que les memes dénominateurs reviennent 
toujours dans le même ordre: dans ce cas, Infraction continue 
est dite périodique , et elle peut toujours être considérée 
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comme la racine d'une équation du second degré. Soit la fra«é-. * 
tion périodique 


x = —l, i, 

- P + -?+7 + - a ' ■■■' 

r p -f- etc.: 

* • j' .<. ■ 

puisque le nombre des fractions intégrantes est illimité , il est 
clair qu’on peut substituer x à l'ensemble des fractions inté- 
grantes qui suivent la première 5 en sorte qu’on aura, 

«r 

, — p+ + 4 

x = — ; , d’où x* -f- px — i et x — ~ 

La fraction continue ci-dessus servira donc à trouver la ra- 

l/p“4-4 . , * 

cine carrée du «ombre — , puisqu on a 

a -* 


__ p, _L 

a a ^ p + J_ 


P+-± 


p +«tc. 


En faisant p =* a , on obtient 


yi=i+-j i 

• 3 h — 


3 + T + etc. 


Soit encore la fraction 


x~p -] i 

,+ 7 + -L 

. q -f-etc. 

' '* ' • 

ddÜt les dénominateurs reviennent périodiquement de deux 
en deux , on aura 

*-s+7 + i, • K*’. 


*< > 
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d’où résulte l’équation du second degré . „ ■ 

q: v* — pqx — p = a. 

Il en serait de même , si la période était composée d’un plus 
grand nombre de termes ; c’est-à-dire , qu’on serait toujours 
conduit pour la détermination de x à une équation du second 
degré. Il peut arriver aussi que la fraction continue soit irré- 
gulière dans ses premiers termes , et qu’elle ne devienne pério- 
dique qu’à une certaine distance du commencement. Soit , 
par exemple , la fraction . < * 

, 1 

X—P+- 1 

' <7 + ~ r JL. i -, , •« . 

r + s + - , t ’ ' ’ 

)■ H — , 

. i -}• etc. » 

et désignons par y la partie périodique , ou supposons 

y= r +z ■ * 


4 + 7 + 1 * 

‘ s + etc. 


on aura 


x=p+ - , 1 j. - .r— p 

q H , d ou y == — — — 

y r »-t-v( •«—/») 


mais 


V = r-f- 




- , d’où ry* 


vy- 

.a 


et remplaçant jr par sa valeur , il viendra , 

s ( x—py —rs (x— p) ( i—q (x— p) ) — r) ( 1— q (x— p))» **o 

équation qui , développée et ordonnée par rapport aux puis- 
sances de x , montera au second degré. En la résolvant et 
égalant la valeur de x à la fraction continue qu’elle repré- 
sente , on aura le développement en fraction continue de la 
racine quarrée des nombres représenté* par la formule qui 
se trouvera sous le radical. ^ 

Soit la b açtion périodique 
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xrrn-f- -, p , d'où x — a — 2 „ 


? + 5 + ect. 


on en déduira 

r ■ ' • 

• p 

. x — a .=: — 


■ ; donc x = 


q + etc. 

aa—q± Yq* + 4p , 
2 


* 


q- f-x - a 

. : « ’ • • 

et conséquemment \ 

y'q^-ir /sp-q P 

a q -h - 

• ' j 9 -f etc. 

®u , faisant q = aa. , 

, * ^a-+p=«+i £. 

- -o , • i * T etc. , 

Si on réduit en fraction ordinaire la portion de fraction con- 
tinue correspondante à sept périodes , on trouvera 

V a* 4- p — «4- ( ao ) 7 P + 5 O») V* + 7 («a) V 4-3 (sa) V 

*• " (au) 8 -)- G (au) G p-(-,i 1 ( aa )*/ ,:i ~t~ 7 ( 2 a yp 3 ~hp* 

i '• 

Proposons-nous d’extxaire , par approximation , la racin» 
quarrée de 3 : nous ferons dans la formule précédente 
«= î, p=f i , ce qui donnera 

, , it; 8 -l- 5 . 53 -f-7- 8 - 4 - 5 . à ,70 

3 » a 56 -j- tf. 64 ,-f- 1 1. 16 -j- 7.4 -h t 1 '69 

résultat exact-, à mpins d’un cent millième près. 

Qu’il s’hisse d’extraire la racine quarrée de 97 : on fera 
dans la formule a =s 10 et p — 97 — 100 = — 1 : donc 

. . , 3 G 97 . 5 o 7 ' 4 o 0/0Q ! , 

^ 57 - 10 - 24463^64487 - ? * 84 * 8 - 
S’il s’agit d’extraire la racine quarrée dé m* -f- n* , il faut 


faire dans la formule 


Æ 


a — m -j- n , p ■=. m* 4- a' — m* — 2 mit — n' — ■ 


2 mn 
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CHAPITRE IV. 

Méthode d‘ approximation des racines des 
équations numériques. ' ' • 

aa. INfous avons déjà donné (I ere sect. ch. XXVII) une 
méthode pourapprocher des racines d’une équation numérique : 
nous allons en faire connaître une autre pour réduire ces racines 
en fractions continues ; en sorte qu’au moyen de la théorie 
précédente , nous pouvons assigner des fractions alternative- 
ment plus petites et plus grandes que chacune des racines , 
mais qui en approcheront de plus en plus. 

Ébit,4P cet effet, l’équation 

Ax m -f- Bx™-' + Cr m ~ a -f etc. -f V = o , . ( M) 

et supposons qu’on aittrouvé par lesméthodes données (I ere sect. 
ch. XXVI) les valeurs entières immédiatement en-dessous 
des racines cherchées; si p est l’une de ces valeurs, en sorte 
qu’on 'ait * 

p et x < p -f î ; 

on posera 

; * = r+' r ■ 

où y est un nombfe plus grand que l’unité ; et substituant 
pour x cette valeur dans la proposée , on trouvera , après 
avoir multiplié l’équation résultante par _y m , 

. A’y m + B'y m ~' -f- C'y m ~* 4- D’y m ~ 3 4- etc = o . . . £N) 

équation qui aura nécessairement , au moins , une racine 
réelle plus grande que l’unité. Sqjt q la valeur entière en 
dessous de y , on fera ■ > • * 

y =7 + - > 

M 
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z étant un nombre plus grand que l'unité ; substituant dan» 
( N ) , on aura une équation en z de la forme 

A" z m -f B“z m -' ■+■ Cz m -» -f D"z m ~ s -f etc . . . . = o (P) 

laquelle aura nécessairement, au moins, une racine réelle plu» 
grande que l'unité , dont on pourra trouver de même une va- 
leur entière approchée par défaut , que nous désignerons 
par r ; en sorte qu’on aura 



où u désigne un nombre plus grand que l’unité. Substituant 
dans (P) , il viendra une équation efi u ayant, au moins , 
une racine réelle plus grande que l’unité , et ainsi de suite. 

On traitera successivement de la même manière les valeurs 
entières approchées p' , p" , p* , etc. , des racines ™eller et 
positives de la proposée , pour approcher davantage de la vé- 
ritable valeur de chacune d’elles. 

Les racines positives et plus grandes que l’unité des trans- 
formées (A r ), (P), etc., seront nécessairement incommenstt— 
fables , si on a débarrassé la proposée des racines coramen- 
surables qu’elle peut contenir. En effet , s’il arrivait qu’un 
des nombres p, q , r, etc. fut une ra#ne exacte, alors oa 
aurait 

x = p , ou y q , ou z = r , etc. 

en sorte que l'opération se terminerait : on trouverait donc 
pour x un nombre commcnsurable , ce qui est contre l’hy- 
pothcse. 

Si les nombres p , p’, p" , etc. , sont tous dilTérens , alors 
chacune des tranformées (IV) , (P) , etc. , n’aura qu’une seule 
racine réelle plus grande que l’unité ; car si , par exemple , 
la transformée (A r ) av aÿ deux racines réelles plus grandes 
que l’unité , telles que y' et y" , on aurait 

i 1 

x ~ p + y etx ~p + p> 
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de sorte que ces deux valeurs de x auraient la même valeur 
entière approchée p , ce qui est contre l’hypothèse. 11 en se- 
rait de même , si la transformée ( P ), ou l’une des suivantes 
avait deux racines réelles plus grandes que l’unité : d’où il 
suit que pour trouver , dans ce cas , les valeurs entières ap- 
prochées des racines des transformées successives , il suffira de 
substituer successivement, au lieu de l’inconnue , les nombres 
naturels o, 1 , a, 3', etc. à partir de celui immédiatement 
moindre que la limite des plus petites racines positives de la 
transformée sur laquelle on opère , jusqu’à ce qu’on obtienne 
deux résultats de signes différens. 

Si deux valeurs de x ont une même valeur entière appro- 
chée p , alors en employant cette valeur, les transformées (iV) 
et ( \P ) etc. auront chacune deux racines réelles plus grandes 
que l’unité , jusqu’à ce qu’on arrive à une équation dont les 
racines plus grandes que l’unité aient des valeurs entières 
approchées différentes ; alors chacune de ces deux valeurs 
donnera naissance à une suite d’équations transformées dobt 
chacune n’aura plus qu’une seule racine réelle plus grande 
que l’unité. En pffet , puisqu’il existe deux valeurs différentes 
de x , qui ont} la même valeur approchée p , il faudra que_y 
dans (éV) ait deux valeurs réelles plus grandes que l'unité ; 
et si ces deux valeurs de y ont la meme valeur entière appro- 
chée q , il faudra de nouveau qu’en faisant y — q -f- - , la * 

transformé* en z ait deux valeurs différentes plus grandes que 
l’unité , et ainsi de suite. Mass si les deux valeurs entières 
approchées de y étaient différentes , alors nommant ces va- 
leurs q et q' , on ferait . 


y — q + -<*y 


ce qui donnerait lieu à deux transformées telles que ( P ÿ 
dont chacune ne devrait plus avoir qu’une seule racine 
réelle plus grande que l’unité : autrement les valeurs de v, 
au lieu d’être doubles seulement , seraient triples , quadru- 
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pies , etc. : on serait donc conduit à ces valeurs correspon- 
dantes de x 

a? = P + — P + pï 

ainsi la proposée admettrait plus de detjx racines réelles et 
positives ayant chacune la même valeur entière approchée p \ 
ce qui est contre l'hypothèse. Donc, à partir de la transformée 
dont les deux racines plus grandes que l’unité auront des va- 
leurs entières différentes , les transfortuées résultantes de cha- 
cune de ces valeurs n’auront plus qu’une seule racine réelle 
plus grande que l’unité : il ne sera donc pas néc^saire , pour 
obtenir les valeurs entières approchées des racines correspon- 
dantes , de calculer pour chacune d’elles la limite de la plus 
petite différence entre les* racines. 

Les coefficiens A' , B' , C' , etc., de la transformée (iV), 
exprimés au moyen de ceux de la proposée , sont ( I ere sect. 
n“. 275 ) 

A' = Ap m Bp m ~' + Cp m - a +Dp m ~ 3 -f- etc. 

B' — mAp m ~ l -f- ( m — 1 ) Bp m ~ * -f- ( m — a ) Cp m ~ 1 
+ ( m — 3 ) Dp m ~ * -f- etc. 


C' — m. 


m • — 1 


Ap m ~' + — 


1) (m— a) 


Bp m 3 -f- etc. 


On obtiendra ceux de la transformée (P) en écrivant dans 
les formules précédentes q pour p , A' , B' , C' etc. pour 
A , B , C , etc. et changeant A' , B' , C', etc. en A" , etc.» 

II résulte de ces expressions que l’un des coefficiens 
A’ , A“ , etc. ne sera jamais nul ; car , dans le cas de 

^ A' — o , ou A" = o , etc. 

on aurait ( I ere sect. n°. a 5 t ) 

y = oe , ou z — 00 , etc. 

donc 

z — p., ou y = q , etc. 

et conséquemment la valeur correspondante de x serait com- 
mensurable. 

„ Soient 
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Soient donc p, q t r, s,t, etc. les valeurs entières 
approchées des racines des équations des (M), (A 7 ), (P), etc., 
en sorte qu’on ait 


x —P + ->y= : ‘l-h^,z = r + ±, 
y * u 

on trouvera par des substitutions successives > 

, i 

x—p - 1 


etc. 


9 + 


r + 


■* + 


etc. 

Appliquons cette méthode à liquation 
x 3 — ax — 5 = o : 

oi 1 on restitue le terme manquant , sous les signes -f- et 

©n trouve toujours deux permanences et une variation ; on 
ne peut donc rien aflirmer quant à la réalité ou à l’imagina- 
nté des racines ( r™ sect. , n°. 3o6 ). Mais l’équation aux 
quarrés des différences des racines , 

y — isy +3Cy + 645— o, 

calculée ( i"'sect. , n'. 3o 4) n'ayant pas les signes alternatifs 
on dort conclure ( n». 5 ) que la proposée a deux racines 
imaginaires et seulement une réelle , de sorte qu’il suffira de faire 
successivement 

x — o, = i , = 3 , =± 3 , 

substitutions qui donneront les résultats 5 6 i _i_ jg 

d'où l’on voit que la racine réelle de l’équation proposée seri 
enn-e les nombres a et 3 , et d’ainsi p= 9 sera la valeur 
la plus approchée de cette racine. On fera donc 


Analyse. 
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en sorte que la transformée en y sera 


y 3 — 1 oy* — 6y — i = o , 

• 

après en avoir changé les signes pour rendre le premier terme 
positif. Cette équation aura donc nécessairement une seule 
racine réelle plus grande que l’unité , de sorte que pour en 
avoir la valeur approchée , il faudra encore substituer les 
nombres o , 1,2,3, etc. Jusqu’à ce qu’on trouve deux résul- 
tats de signes contraires : les substitutions o et 10 donnant 
deux résultats négatifs , on commencera par les suivantes 

y r= 10 , — 1 1 , — 12, etc. 



qui donnent — 6i , + 54 , #tc. ; d’où l’on conclut îo pour 
valeur approchée ; donc q = îo. On fera donc 


y = 10 + l > 

d’où résulte la transformée en z 

Siz 3 — 942.“ — 202; — î = o; 

et supposant successivement z = i , = a , etc. , on trouvera 
les résultats — 54 , •+- 7i , etc., donc r— î ; conséquemment 


ZB=1 + Ü' 

•d’où résulte la transformée en u 

5 4u 3 -j- 25 u a — 8911 — 61 = o ; 


et aux substitutions u = 1 , =x 2 , etc. correspondront les ré- 
sultats — 71 , 4- 2g3, etc. , donc s = 1 et ainsi de suite. 

La racine cherchée sera^pnc exprimée par la fraction 
continue 


t 
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SC = 2 -f- 


ÎO -f- 


» + 


1 + 


3 + 


1 +■ 


3 + 


i + ^~ 
* i + 


5 x 


i a -f- etc. 


D'où l’on déduira les fractions 

a ai a 3 44 i 11 1 S 5 576 7^1 1307 1641 5 
1* 10’ 11* 21* ” 53 ’ 74 ’ 275* 34 g’ 6 a 4 ’ 7857 ' etc ’ 

alternativement plus petites et plus grandes que la valeur de 
x ( n°. 1 1 ) , et dont les valeurs en fractions décimales , seront 


2,000000 
2, 1 ooooo 

2,090909 
2,090338 
2,09 4339 

2,094594 

8,094545 
2,og4555 
3,09455 i 


La dernière fraction 


16415 , , . ; 

est P ,us grande que la racine 


cherchée , mais ( n°. i 5 ) elle en diffère de moins de 

• ‘ ( 7 83 7 )* 

c'est-à-dire , de moins de 0,00000001 63 , en sorte que cette 

fraction sera exacte jusqu’à la septième décimale : or, réduite 

en décimales , elle est 2 , 09455 i 4865 etc. Ainsi la racin# 

•herchée tombe entre s,c> 94 & 5 i 49 et a,og 455 i 47 - 


D a 


♦ 
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Newton a trouvé par sa méthode ( i f,t sect. , n\ 299 ) la Frac- 
tion 2,09455147- d’où l’on voit qu’elle donne , dans ce cas, 
un résultat fort exact. Mais on aurait tort de se promettre 
toujours une pareille exactitude. 

Quant aux deux«autres racines qui sont imaginaires , on 
pourrait en trouver tes valeurs numériques par la méthode 
précédente. 

Pour cela, reprenant l’équation aux quarrés des différences 

y 3 *— 1 ay* -f- 36 y 4- 643 = o , 

•n changera les racines négatives en positives en faisant 
y — ^y, ce qui donnera, après avoir changé les signes 

y 3 + 1 a y* + 36y — 643 = o , 

et il ne s’agira que de chercher une racine réelle et positive 
de cette équation. Puisqu’elle a son dernier terme néga- 
tif, et qu’elle est de degré'impair , elle aura nécessairement 
une telle racine ( i m sect. n*.a88) , dont on pourra trouver la 
valeur entière la plus approchée par les substitutions succes- 
sives des nombres naturels o , 1 , 2 , 3 , etc. On formera 
donc , ainsi que nous l’avons indiqué dans la Théorie géné- 
rale , les tranformées en a, u , etc. , et de cette manière on 
approchera de plus en plus de la valeur de y , laquelle sera 
exprimée par une fraction continue , d’où l’on déduira une 
suite de fraction* convergentes. Connaissant ainsi y , on aura' 
(n°. 6) 

C = 

a 

Ainsi on connaîtra 6 en nombre. On substituera maintenant 
u 4- C \/ — là la place de x dans l’équation proposée ; et 
faisant deux équationS séparées des termes réel» et de ceux 
qui sont affectés de ]/ — i , on aura 

, * 3 — (3t*-f a)a — 5 = » 

5fc* — £* — a = o. 
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On cherchera le plus grand commun diviseur de ces deux 
équations , et on poussera seulement la division jusqu’à ce 
qu'on parvienne à un reste qui ne sontienne a. qu’à la pre- 

, 8 -4- 4 cii 

miere puissance : ce reste sera g « — 5 , lequel 

«tant fait = o , donnera 

i 5 

“ ~ “ 4 (at* -j- i )' 

Ainsi on aura la valeur des deux racines imaginaires et + Cj/ — i ; 

î 

Prenons pour second exemple l’équation 

x 3 — 7x + 7=o, ou x 3 — 63 x 4-189 = 0, 
qui résulte de la première par l’hypothèse 



et pour laquelle nous avons trouvé (i'"sect. n*. 197) une ra- 
cine entre 4 et 5 , et une autre entre 5 et 6. Pour approcher 
davantage de la véritable valeur de la première de ces racines , 
posons * • 



«t nous aurons _ 

y* — i 5 y* + 1 ty -{-1 = 0, 

équation qui n’a qu’une seule racine plus grande que l’unité , 
en sorte qu’il n’est besoin que de substituer pour x les nom- 
bres 1 , a , 3 , etc. : on trouvera de cette manière qu’une 
des racines e8t comprise entre les nombres 14 et 1 5 : donc 
q — 14 et 

y = + b 
. '# 

E> 3 


d’où résulte 
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zyu 3 — r 8 ou“ — 27 u — i=o. 


La partie entière de la valeur de u est 6 , donc r — 6 , en 
*ort« qu’il faut poser 

u = 6+i; 


et continuant de cette manière , on trouvera , pour les nu- • 
mérateurs et dénominateurs des fractions élémentaires , 


^ = 4 

A' — 1 

JS = 5 7 

B'= 14 

C = 346 

G' = 85 

0 

NT 

II 

Q 

& — 99 

E = 1958 

E 1 = 481 

F = i2i5i 

F' = 2985 

etc. 

etc. 


Ainsi les valeurs les plus approchées de la racine de la pro- 
. posée , qui tombe entre g et | seront données par les frac- 
tions • 

4 57 546 SjpZ kj 58 im5i 

3 ’ 42 » 255 ’ ^7 » 1443 ’ 8^55' J etC- 

Si nous réduisons la dernière en fraction décimale , nous trou- 
verons pour valeur très-approchée de la racine en question 

1,356895. 

Pour trouver l’autre racine qui , pour la proposée , tombe 

5 6 

entre = et = et , pour la transformée , entre 5 et 6 , nous 

O O ■ _ t 

supposerons : 

* = 5 » 

"et r 


* 
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-V 

et nous aurons 

\ 

y _ iay*— îSy—j. =o, 

dont une racine est comprise entre i 3 et i4 : faisons donc 

1 f 

y = i3 -f -, 

J 1 u 

•t nous trouverons 

✓ , .r 

27 u* — 1 80 u* — 27 u — 1 — o ; 

* 

et comme cette transformée est exactement la même que 
celle en u, trouvée plus haut , il est évident qu’on obtiendra 
les mêmes nombres 6 , 1,4, 6 etc. ; on aura donc 1 1 


A — 5 

A'' = 1 

fi se 66 

fi' = i 3 

c = 4°i 

C = 79 

Ds=46 7 

& = 9a 

E BS 2269 

E' as 447 

F= 14081 

II 

13 

VI 

etc. 

etc. 


■ r J 

en sorte que les valeurs •approchées de la racine comprise 

5 6 1 

entre ^ et g seiont données par les fractions 

5 66 401 467 2269 i 4 ° 8 t t , 

3 ’ 3 ÿ 537’ 276 ’ i 44 x ’ "S 3 ââ ’ "*• 

dont la dernière vaut 1,6920b. 

La racine négative tombe entre les nombres — 3 ^st — 
0+s) , ou entre les nombres -f- 3 * et -f- 3 ~f-g , lorsqu’on 
prend la transformée 


x’ — jx — 7 — o , 


D 4 
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i . 

et on en cherchera par la méthode précédente une valear 
aussi approchée que le requiert l’état de la question. 
L’équation * 

x * — 4 -r» -{- 4 x — 1 ~ o. ... X 


a pour équation aux quarrés des différences entre ses racine* 
y 6 — 3 aj 5 -f- 344^ — i3i2 y 3 4- 784 ^ — ia8_y o-, 
laquelle est divisible par y , et donne 

y*=°> 

ce qui indique que la proposée a deux racines égales. Pour 
les irouver, il faudra conformément à la méthode donné* 
(i‘ r ‘ sect. n*. 275) former le polynôme 

f 

4x* — 8x 4* 4 = 0 • ^ 

dont le plus grand commun diviseur avec X est x — 1 , en 
sorte que la proposée contient deux racines dont chacune 
e= 1 ; et la divisant par (x — 1 )*, on obtisnt pour quotient 

X* 2X — I =0. 

La limite des racines positives étant ici — 141=0, ou 
posera 

x = o 4- - = - , 

y y 

d'où résultera la transformée 

y — ay — 1 =o. 


qui donne s pour partie entière de y : on fera donc 


24--, 


substitution qui donnera une transformée 


1 
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5 7 


» 


a* — as — 



qui est en z ce qu’est la précédente en y. On aura donc 
p ~ o , q = r = t etc. = a , 


en sorte qu’il sera facile de former les fractions convergentes 
vers cette racine de la proposée. 


a3. Examinons maintenant dans quel cas une des racines 
réelles d’une équation , développée en fraction continue sera 
donnée par une fraction continue périodique. On sait que 
chaque racine réelle sera de la forme 


x = /> H — , i 

q + - , i 
r + - ,i 
f + ". 


t + etc. 


q , r, s, t, etc. étant les valeurs entières approchées de la 
racine réelle de chacune des transformées (A'), (P~) , (Q) , etc. 
Or , pour que cette fraction soit périodique , il faut qu’à 
partir d’un certain terme , les mêmes dénominateurs déjà 
trouvés , reviennent dans le même ordre à l’infini , ou qu’il y 
ait deux termes à partir desquels les mêmes dénominateurs se 
reproduisent et dans le même ordre. Donc, pour que la frac- 
tion soit périodique , il faut que parmi les transformées il 
s’en trouve deux qui aient les mêmes racines ; ainsi , lorsqu’on 
verra dans une fraction continue reparaître un des nombres 
déjà trouvé , il n’y aura qu’à examiner si les racines des trans- 
formées qui ont ce nombre pour valeur entière approchée , 
«ont les mêmes , c’est-à-drre , si ces deux transformées ont 
une racine commune, ce qu’on reconnfctra aisément en cher- 
chant le plus grand commun diviseur entre les deux premier* 
membres , lequel doit nécessairement contenir toutes les ra- 
cines communes aux deux équations , s’il y en a. Or, comme 
nous avons vu (n°. 21 ) que toute fraction périodique se 
réduit à la racine d’une équation du second degré , il s’en- 
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% 


x' — P'+^Z 

bt ainsi de suite. On observera que 

B'- AACz=B''—4AA' = B"'—4A'A"=z etc: 

« ’ 

donc la quantité radicale sera la mèmè dans toîites les valeurs 

de x, x , x " , etc. Aièsi, désignant B* — 4AC par D, on 

aura , pour les transformées successives , 

A'x'> A-B'x' + A =0 
A"x"“ +B"x" + A' = o 

A m xr* 4, BV + A" = o 

* 

etc. / 


et P> P > P“> etc. 

it; 




P < 

A'—Ap* +Bp +C 

B' —iA p +B 

P < 

A"=A'p ,t -j-B'p' +A 

B 11 = 2 A’ pl + B' 

P"< 

A a =A"p ,l! ‘+B“p"*+A' 

B"=z2A"p" A- B" 

P m < 


.—■n + i'D 


2 A 


-B' + 

D 

a A' 


— B" -f~ VD 

a A" 

J 

— B m + ■ 

D 


etc. 

En observant que 


2 A m 


etc. 


etc. 


B* — 4 A A' = Dt=zB**— 4 A' A" = B” t ‘-~ 4 A"A’"~ etc. 

» * 

On voit que les valeurs de A', A ", A m , etc., peuvent se dé- 
duire beaucoup plus facilement de ces formules 

A' A"^ £ "~ D * lï‘*~ D 


4 A 


4 A 


_• A”— — u 

" ' •- Æ — ~4A r ' — ' etc ' 



go - ANALYSE 

Lorsque la proposée n’a qu’une racine réelle positive , ou 
deux racines positives dgnt la différence est plus grande que 
l’unité , chacune des transformées ne peut avoir qu’une 
seule racine réelle plus grande que l’unité. Mais si la diffé- 
rence des deux racines de la proposée , est plus petite que 
l’unité, Ifes transformées auront d’abord deux racines plus» 
grandes que l’unité , puisque le même nombre entier p , par 
exemple , étant une première approximation vers l’une et 

l’autre racine, —, sera le complément de p à chacune d’elles -, 

X 

mais on parviendra toujours à une transformée qui n’aura 
qu’une seule racine réelle plus grande que l’unité. Soient 

y/OOÇxO'O)’ -f «C»0,rC"0 + ^C m -’)=o (i} 

cette transformée , et tr la partie entière de la racine plu* 
grande que l’unité : la transformée suivante sera 

J 

^(m+o^m+o )» j 5 C m + 0 ,rC m +0 _j_ AC m ) — o ( 2 ) 

et on aura entre les coefliciens et le nombre tt la relation 

^0+0 = ZK "O.-,- _(. ^0»-0 (3). • 

Mais la transformée ( 1 ) ayant une seule racine plus grande 
que t, si dans cette transformée on écrit successivement or 
et la limite supérieure des racines positives , on aura deux 
résultats de différens signes ; or la limite supérieure donne 
un résultat de même signe que AC m ), et la substitution de t 
donne d’après (3) 

» 4- /JM , r -j, AC"'-') = JC “*♦" ) ; 

donc JC" 1 ) et JC m + *> auront des signes différens , et l'on dé- 
montrera de la même manière que , dans les transformée» 
suivantes , les signes, changeront çn passant vie J r - m ' + ' 1 ) à 
JC 1 "^ , de AC""*-") à ACytP, etc. Cela posé , parce que 
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D = £C"'+0 ÆC m+1 ) — = /?("•-+*) ZfO"-* 1 ) — 

4^('"+0 = etc. , 

et que les produits AW ^("‘+0 1 ^( m -*-0 J 4( m + a ) sont tous né- 
gatifs, nécessairement 

_ec>"+0 < |/D ; £Cm+»)<; *//?, e tc. ; • 

et d’ailleurs les nombres A^, ^C m +0 y etc. étant tous en- 
tiers, on aura encore 

A<-'"'> < D ; ^0+0 </), etc.; 

et comme il ne peut y avoir qu’uiï nombre «^terminé et fini 
de nombres entiers et moindres que D et que y D , les coef- 
ficiens if(" ,+ 0 J //O-hO j etc., A ^ m ^ , ^ m +0, etc., ne peuvent 
admettre qu’un nombre déterminé de valeurs différentes ; con- 
séquemment on aura , par exemple , 


2?C m +'0 — /JM j ^(/n+n— l) _ ^C" 1 — 0 ; 


mais 


p(m) 


_ -/?W +l/D -ÆW-f 

2^C"0 ’ 


l/Z? 


et d’ailleurs 


D=B( m > — 4^C'"-0^("’? == 5t'"+n> — 4^fC m -^-0^C"«-Hi) == :etc. ; 
donc 

j4C"') = ^(m-H0 et x< m ? = 

et dès-lors la fraction continue sera périodique. 

On pourra appliquer ces formules au développement eu 
fraction continue de la racine^juarrée de '-£■ , pour laquelle on a 

jc~ y~ et 3x“ — ri =o ; 


consequemment 

> x ■ ■ 


A= 3, C — — i , 


et on trouvera pour x une fraction continue périodique. 

** 


* 
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CHAPITRE V. 

Toute fonction algébrique , rationnelle et in ■* 
variable des racines d’une équation , peut 
être exprimée d’une manière rationnelle au 
moyen des coefficient de cette équation. 


a5. Soient et, C, y, f , etc. les racines d’une équation, et 
posons que les t«mes de la fonction proposée, soient de la forme 
e"Xy : si l’on représente par T. a" la somme des puissances 
du degré n des racines , et par T. a? celle des puissances du 
degré p, ou, en d’autres termes, si l’on pose 

+ £ n + y” + S" + etc. = T.a n 
a? + C + y + J> + etc. = T. a ? , 

et qu’on multiplie T.a n par Ta? , le produit contiendra deux 
espèces de termes , les uns de la forme a" C ? que nous dési- 
gnerons par T. a? Ci' , les .autres tels que que nous dési- 
gnerons par T. a n+ f -, on aura donc 


* 


T. a? X T. aP = T. a n Gr + T. a "-*-’’ , 
d’où on déduit 

T.c t" & = T. a” X T. a?— T.ar*-r (1) 

Ainsi la somme des termes de la forme a” C* sera donnée au 
moyen de celle des puissances il. p et n-f-p des racines de la 
proposée , et conséquemment elle pourra se traduire en coelü- 
ciens de la proposée. ( 1 sect. , n®. 3oi ). Si on multiplie les 
deux membres de la dernière équation ci-dessus par la somme 
des puissances q des racines ou par T. u! , on aura * 

T. k> x T. a?CP = T. a . " xrix T. al— T. ai X T. *"+», 

r ' - ‘ ‘ : • 
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Effectuant la multiplication indiquée dans le premier membre , 
on trouvera dans le produit trois classes distinctes de termes : 
l’une comprendra les termes de la forme a" 4 "? C ; la seconde 
ceux-ci et la troisième, tous les termes tels que et" G? y* : 

si donc on désigne la collection des premiers par T. et" 4 » G ? , 
celle des seconds par T. a?+i G n , et enfin la totalité des autres 
par T. et" £p yi , on aura 

T. a'if’yi -f 7*. a" 4 "* & -f T.a.r+1 C“ 

= T. *» x T. a? X T.a.1 — T. 0.1 X T. a"+e 

d’où en déduit 

T.a."CP^=zT. a" X T- O.T X T. «♦ — r. 

— 7". C" — 7’. a« X T. <*"**. 

Or T 1 . a" 4 » CP et 71 a? 44 C“ étant des fonctions formées du 
produit de deux lettres, on peut les faire dépendre de sommes 
des puissances des racines , en changeant dans la formule (») 
d’abord n en n-f-q , ce qui donne 

T. a" 4 » CP = T. af X T 1 .*" 4 -* — T. a" 4 !* 4 » , • 

puis » en p-f q et p et », ce qui donne 

T. a/ 4 -'* C" — T. a" x T’, — T. •e" 4 '’ 4 » ; 

et substituant dans l’expression de T. a" Cp yi , on aura cette 
égalité 

T.a n ePyi=T. «" X 7. ^ X - T. X 7 1 . * n4 ' 

_ T’a" X T 1 . aP+S -T.t<X 7*. a" 4 *-}- 27\ et" 4 '’ 4 ’ (s) 

dans le second membre de laquelle il n’entre plus que des 
sommes des puissances des racines , traductibles en coefiiciens 
de l'équation donnée. F.n continuant à opérer de cette manière, 
on parviendrait à faire dépendre de sommes des puissances des 
racines une fonction symétrique composée d’une suite de 
ternies tels que a." C? yi $ r 

Pour prendre le cas le plus simple , considérons des fo*«- 


Dlgitized by Google 


64 ANALYSE 

-tions algébriques , rationnelles et invariables des racines d'une 
équation du second degré 

x— b -,y—a— V b , 

ou a et b sont des fonctions connues des coefliciensdel’équation : 
on aura 

m (x+y) — 2m a 
m (x* +y*) = 2m (a* -f- b) 
m xy — m (u* — b) 

m (x*-f y* )+mry+p (x+y) =2m (a*+è)+n(a*— b) +apa 
mÇx 3 -f-y 3 ) = am(a 3 + 3 ab) 

* m (oc'y -j- xy 2 ) = 2 am(a* — b) 

m (X* -f- y) = am(d 4 + Ga*è + i*) 
m (x?y -f xy 3 ) = 2m 'a* — &*) 
mx*y* = m(cd — aa*i + i*). 

En sorte que si x et y sont données au moyen des deux 
«quations 

• x+y = p, xy—q, 

pour lesquelles on a 



comme alors a et b = — q, les fonctions précédentes 

2 4 

deviendront 

irt ( x -j-y) = mp 
m (x*-fy*) = m ( p* — q) 
mxy = mq 

m(x 3 -f-y 3 )=mp(p * — 3 q) 
m ( x*y -f- xy*) = rnpq 
m(x*+y*) = m (/ — 4p*q-f 2q*) 
m(x 3 y + xy 3 ) =mq(/)* — 2?) 

toutes 
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toutes ces fonctions sont donc exprimées d’une manière ra- 
tionnelle au moyen des coelliciens p et q de la proposée. 

Appliquons cètte propriété des fonctions invariables des ra- 
cines d’une équation, d’etre traductibles d’une manière Ration- 
nelle en coelliciens , à la recherche de l'équatioq finale en y , 
correspondante au système d’éqnations 

+ + + + (i) ' 

ff 4- a’xy + L'y* -(- c'x + cTy -j- e' — 0 . ( a ) 

que nous réduirons à la forme 


i.i 


en posant 


x x -\-pæ-\-q — q 

** +P / ^ r 4* J 9 > =“o 

• *»>* rn : 


P = a y + c ; <j = ly°+dy + e "... J; r ’î 

» = «> + <>; ï = b{ÿ + dfy+j,(;, 

désignons par « et Clés deux valeurs de x déduites de la pre- 
mière , et substituons-les dans la seconde qui se changera dan* 
les deux suivantes * ° 


ac*: 

•j û< h i> 


(3) ..... c S + p'u -f V=rO; &+ P 'H+q' C4) 

qui doivent concourir également à la formation de 'l’équation 
finale, laquelle doit les comprendre toutes deux et exister en 
meme tems qu’elles. 

Pour remplir ces conditions , on multipliera (3) par (A) et 
on txpüvera ■poi^- produit •»* ’ 

4 + 4- iSf+pVWJ) 

+ .q' 1 “=:o ...(5) 

mais r . - 

• V = q 'j- a’ fi + («H-J) =- ^ » ■ 

donc «»=S*-«»Î , Jci 

9" - pp'9 +y*9 +/>V - 399' ~W+, 9'« = i ‘ 

Analysa. . K 


Or 
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- ' q'—zqtf + 

—pp'q 4- p'*q + pV — ppV = M-p'q) <p—p’) » 

donc on a pour équation finale en^ 

' (q-q'Y + ( pq ' — p'q) (p—p') =°- 

Proposons-nous encore d’évaluer le» coefficiens d’une équa- 
tion qui aurait pour racines toutes les sommes qu’on peut for- 
mer aveb les racines d’une équation donnée , prises deux à 
deux. 

Soit, pour plus de simplicité, l’équation du troisième degré 
x 3 -j- Px* -f- Qx -f- R = o 

dont les racines soient et, C, y : en sorte que celles de 1* équation 
cherchée seront a + 6 , * -f-y , C - 4 - y ■ Si z est l’inconnue de 
la nouvelle équation, on aura 

- [z— (*+C)] [z— (C-f-y)] = o ; 

comme les racines a , C et y entrent de la même manière et 
le même nombre de fois dans les facteurs , les coefficiens du 
produit développé resteront les- mêmes en faisant entre les 
racines tous les échanges possibles ; ces coefficiens seront donc 
de? fohcti’ons invariables des racines <* , £, y , et pourront con- 
séquemment être énoncés au moyen des coefficiens P , Q , R, 
de la proposée. Effectuant les produits indiqués, on trouvera 

e+^)z a +(a a + e* + }‘+3ae4.3*y+3Cy) z 
— (*‘C -f «fi* + a*y + «y» + C'y + Cy') = o ; 

or on a 

“ + F + y = — P 

“*+C‘ + > ! * + 3 tt e-H3« î , + 3fi y = P' + Q-, 
et faisant «3= a et p=s i dans (î) ( n° a5 ) , on trouve 
*'C+ *C'J r eL'y+«y'+C'y + Zy‘ =: T.«.''X, T.a-y. T.*> 
mais on a ( i** r sect. , n° Soi ) 
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. , ■» T. cû on Si — P* — a Q 

T. at? ou S 3 =— P 3 ' 4- 5 PQ — 5 R; 
donc l’équation cherchée devient 

z 3 -f sPz* -f ( P* + Ç> + PQ — 3 R = o. 

26. On voit par cet exemple que pour trouver l’équation d’où 
dépend une fonction assignée des racines d’une équation pro- 
posée , il faut faire dans cette fonction toutes les permutations 
possibles entre les racines a. , G } y , etc. et désignant par a! , £' , 
y . etc. les combinaisons qui en résultent , on égalera à zéro le 
produit des fadeurs (z — a! ) , (z — £ ), (z — y ) etc.; alors les 
coejficiens des puissances' de z dans l’ équation à laquelle on 
parviendra , étant des fonctions symétriques des quantités a! , 
y' etc. qui elles-mêmes sont , d’après leur formation , des 
fonctions symétriques des racines a. , £, y , etc. de la proposée , 
pourront être énoncés rationne/letnent au moyen des coejficiens 
de l’équation donnée. 

Les considérations précédentes fourniraient un nouveau 
moyen d’obtenir l’équation aux quarrés de différences des ra- 
cines d une équation donnée (i' ,f sect. , n°. 2q5 ) : elles servi- 
ront aussi dans la résolution générale des équations , ainsi qu’on 
le verra par la suite: 


, CHAPITRE VI. 

• Du degré de l’ équation finale résultante de l’vli - 
mutation entre un nombre quiconque d'équa- 
tions et le même nombre d' inconnues. 

2 7- L équation finale résultante de l’éfimination d’une in- ' 
connue entre deux équations à deux inconnues , qiii est le cas 1 

*E a * 

■' ~ l r". : \ .. 

• V \ „ • - _ -• 

' ■ ' ' - 
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le plu* simple , et que nous considérerons d’abord , peut encor» 
ee déduire de cette propriété des fonctions invariables des ra- 
cines, de pouvoir être traduites en coefliciens de l’équation. 

t 

Soient 

x m 4- Px m ~' 4 Qx m ~* 4- 4 Tx + V— o (M) 

x” 4 I*x”-' + Q'x*-> -f + T'x + r = o (A) 

les deux équations proposées , dans lesquelles les coefliciens 

P , Q T , V\ P 1 , Q 1 ..... T 1 et V sont "des fonctions de 

y seu'ement, dont les compositions ont été assignées ( i"'sect.) 
n° aoi ). Concevons qu’on ait résolu l’équation ( M) par rap- 
port à x, et quon ait trouvé les racines r— *, x=C,x=j'etc. 
a., C, y, etc. étant des fonctions de l’autre inconnuey ; il est 
flair qu’en faisant x — a. dans fil/), cette équation sera satis- 
faite , quelque valeur qu’on suppose à y ; mais les les memes ra- 
cines doivent convenir en même tems à l’équation (A ) , condi- 
tion qui limite les nombres lies valeurs d’y \ on doit donc avoir 


*" -f- PV- + + + Tcl+F' = o. ..... (i), 

équation qui ne renferme plus quey , et dont les racines com- 
binées avec x — et, , satisferont à la fois aux équations ( [M ) et {N) ; 
donc l’équation finale en y doit avoir , parmi ses racines toutes 
celles de l’équation (i \ On prouverait de la même manière que 
les racines des équations 

+ + + r = (a) 

y +P'y”-' -f ÇV-+ + T'y+ F = 0 (3) 

combinées avec les valeurs x — 6 , x — y , etc. doivent satisfaire 
aux équations (3f) ef ( N) , et que les valeurs dey , déduites de 
(2) et (3) sont des racines de l’équation finale : on obtiendrait 
donc celle-ci, si les fonctions*, C, y etc. dey étaient connues, 
en multipliant entre elles les équations (1), (2), (3) etc. et 
égalant le produit à^éro ; mais , dans ce produit , toutes les ra- 
cines a, Ç , y fttc. seront combinées de la même manière ; elle* 
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pourront donc? être -évaluées eiucoefficiens P , Q , . -, T, V 


de l’équation proposée , d’après l’analyse exposée précédem- 
ment, elle résultat sera l’équation finale enj'. Examinons main- 
tenant à quel degré, au plus, peut s’élever cette équation. 
Dans le produit des équations ( 1 ) , ( 3 ), {3) etc. le résultat de 
la multiplication des termes de la première ligne verticale 

sera , 

(« /3 y etc. )“ rz:V n ; 

mais le plus haut exposant dej' dans V ne peut surpasser m, 
en sorte que V" ne peut renfermer y avec un exposant plus 
élevé que m n : passons au produit des seconds termes J 

P' m (* fi y etc. ) B -‘ = P ,m V n ~ l ; 

P 1 étant de la forme a-\-by , P lm contient au plus y m , d’une 
autre part P n ~ 1 ne peut être que de la dimension mn — m en_y, 
en sorte que P' m P' n ~' renfermera, au plus,^'"' 1 . On prou- 
verait de la même manière , que dans- le produit des troisième» 
termes, ou dans- 

Q ,n ( a 13 y etc. )»“»=: Q' m V n ~ % 

l’inconnue _y ne peut être affectée d’un exposant plus élevé que 
mn et ainsi des produits des autres termes verticalement pla- 
cés. Reste donc maintenant à démontrer qu’en prenant un 
terme quelconque dans chacune des équations fi),ls‘,(3) etc. 
le produit ne peut contenir^ avec un exposant plus élevé que 
mn. Soient r l’exposant de a dans le terme arbitraire pris dans 
l’équation ( 1 ) et k le coefficient, / l’exposant de € dans un des 
termes de (a) et h' le coefficient , r" celui de y dans un terme 
quelconque de (3 ) et k" son coefficient , et ainsi de suite ; en 
sorte qu’on ait lfe produit /ta' X k'C f ' X k" y r " etc. On observera 
d’abord que chacune des sommes faites de r et de l’exposant 
de y dans h , de r' et de l’exposant de y dans k ' , de r" et de 
l’exposant de^ dans k" , ot ainsi de suite , ne peut excéder n ; 
d’où il est aisé de conclure , en observant d’ailleurs que les 
équations ( 1 ), (a) , (5) etc. sont en nombre m , que l’exposant 

E 3 
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dp y dans le produit des coefllciëns k, V , k" , etc. pins î» 
boinbré r -f- / + r* etc. forment une somme qui ne peut sur— 
pisser trin. La proposition sera donc établie , si l’on démontre- 
Que la somme des termes de là forme a r C." y* etc. qui, 
dans le produit dés équations ( 1 ) , (a) et (3) ont le mime coef- 
ficient k . k' . k" , etc. ne contientyqu’àla dimension r-fr'-f-r", etc. 
En faisant usage du théorème sur les fonctions invariables, dé- 
montré dans le titre précédent, la question se réduira, en der- 
nière analyse , à prouver que T. > e f Ci q U j entre dan* 

l’expression de T.a.'C'y'", etc. ( n°. a5 ) est de dimension 
r+r -f-r'-f- , etc. en y , ce dont on se convaincra en observant 
que la somme, des puissances r-f-d-f r" etc. des racines d'une 
équation est donnée au moyen de r+r'*f r*-+- etc. coelficiens 
de cette équation (i“* sect. n° 3oi ) ; et qu’ ainsi, cette somme 
comprendra un coefficient dans lequel l’inconnue y sera , au 
plus, élevée à la puissance r-f-r'-f-î / '4-etc. 

Nous ferons connaître une autre démonstration de cette pr<£ 
position , remarquable par son élégante simplicité : elle a été 
donnée par le citoyen Poisson, ancien élève de l’École Poly~ 
technique. 

Soient les deux équations complètes : ’ 


x” -j- Pi™- 1 4 - •+■ 

.+ ^= 0 .. 


x» + PV- 1 -!- Ç'x*— + • • • 

.. 4 -^= 0 .. 

...(A 1 ) 

qu on peut écrire ainsi qu’il suit 

• 


( x— ■» ) ( x—C. ) ( x— y) . 


...(«) 

( x — a ) ( x—b ) ( x — c ) . . 

—à . 

• ••(a) 


*, 6, etc. a, b, fonctions de y étant les racines de ( M ) et 
de (N). L’équation finale débarrassée de tout facteur étranger 
à l'état de la question , est 

* (a- -f Pa m ~' etc.} fi” + Pi”-* -f- etc.) 

(c“ + iPc”— + etc.) etc. = o 

«U 
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(«" -f P'a n ~' + etc.) (£" -f JP'C"-> -f etc. ) 

(>" + P'y n ~ l 4- etc.) etc. =s <3 (4) 


Or l’équation finale (3) est rationnelle par rapport aux coeffi- 
ciens P , Q t etc. et l'équation finale (4) l’est par rapport aux 
coefficiens P' , Q' , etc. ? donc l’équation finale est rationnelle 
par rapport à P , Q , etc. P' , , etc. ; comme d’ailleurs ces 

coefficiens sont des fonctions rationnelles de *y , néces- 
sairement aussi l’équation finale sera rationnelle en_y. Reste 
à déterminer le degré de oette équation. Ce degré ne change 
point , lorsqu’on réduit chacun des coefficiens P , Q, etc. , 
P' , Q' , etc. à son terme de plus haut exposant en^y : en effet , 
si l’on opère cette Réduction seulement dans les coefficiens P, 
Q , etc. de ( 3 ) , le degré de cette équation ne varie point : 
même conclusion à déduire par rapport à (4) d’une réduction 
analogue dans les coefficiens P' , Q' , etc. Après une telle ré- 
duction , les équations 'M) et (N) deviennent homogènes en x 
ety , en sorte que divisées par y® et pary , elles ne renferment 

que l’inconnue^ , et elles sont décojnpasables ainsi qu’il suit 


(f-Xf- 


— -v ] etc. . . =oï 

<y ’ /\y X l, 


ou< 


(x — f/y\ (x—*y) etc. 3=0 


. (x— y-’y'Ax— p'yetc.esQ, 


fi , v , etc. fi , v , etc. étant des nombres. L’équation finale ejt 
bien évidemment du degré mn en y , puisqu’elle est le pro- 
duit des n équations „ e 

(p-'y—py) (p'y—vy) etc. =y m (fi '~ /*) (/*'— r) etc. = o 
(t'y — f/y) (t'y — vy) etc. z=y m (v'—yi) (/ — t) etc. •= o 
etc. etc. 

dont chacune est du degré m. *. 

«8. Le même géomètre a généralisé la proposition etl’a étendue 

E 4 
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à un nombre quelconque d’équations complètes entre pareil 
nombrè d’inconnues. Nous donnerons sa démonstration, à 
quelques développemens près, -telle qu’elle se trouve dans le 
onzième cahier du Journal de cette école, ou, pour simplifier, 
il ne considère que quatre équations, attendu qu’il est facile 
d’appliquer au cas le plus général, les raisonnemens faits sur le 
cas particulier. ^ 

.Représentons donc par (a), {b), (c) et (m) quatre- 
équations , la première du degré a , la seconde du degré b , la 
troisième du degré c , et enfin la quatrième du degré m, entre 
les quatre inconnues x,_y, z, et u. et supposons que les équa- 
tions sont complètes, c’est-à-dire, que (a) représente l’équa- 
tion la plus générale du degré a et ainsi dfs autres. Si l’on éli- 
mine successivement entre les trois premières, zet_y, z et x , 
y etx, on obtiendra trois équations du même degré, la première 
entre x et u, la seconde entre y et u, et la troisième entre 
Z et u. . . 

En effet, chacune de ces équations étant complète et par con- 
séquent de même degré, soit en x , soit en^/ , en z ou en u , si , 
après avoir éliminé z et y entre les trois premières, et obtenu 
une équation du degré n entre x et u , on élimine soit z et x , 
y et x, qui entrant de la mèmgè manière dans les mêmes équa- 
tions , on arrivera nécessairement à des équations du degré 

n entre y et u , z et u. Soient a,, g», o„ les valeurs de x 

«n u ■ b,, 6,*. •. .A, celles de y en u \ c, , r B , . . .c„ celles de z en 
u -, si l’on prenait indistinctement une valeur de x, une de y et 
une dé z, cès' frôlé valeurs ne satisferaient pas ensemble aux 
équations (a) , (b, et 'c) ; c'est-à-dire , que les résultats ne de- 
viendraient pas nuis d’eux-mêmes. En effet, si l’on élimine d’tt- 
bord z enfre (etj- et (A) , on aura une équation finale qui peut 
être représentée par 

•* . v ■: : 

(x,j, u) = o. . il) 


Si entre ( A ) et ' c ) on élimine aussi z , il viendra pour équation 
.finale . . ■ - 
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[x,^, u] = o (a) 

entre ces deux équations éliminant y , on obtient 

{ x , u | = o (3) 

en sorte que les valeurs de x,_y et z en u qui satisfont en-' 
semble aux équations ai, b) et (c) sont données par (3), (a) 
et l’une des équations (a) , (b) ou (c). 

Supposons donc que a, , i, , c,; a,, c», et, en général, 

a p , b p , Cp, soient les valeursde x ,y et a qui satisfont ensemble 
à ces équations , et concevons que l’on substitue chacun de 
ces systèmes de valeurs pour x , y , z dans le premier membre 
de l’équation m) , le second étant supposé zéro ; on obtiendra 
par-là un nombre n de fonctions irrationnelles de u et il résulte 
de là, i° que toute quantité qui, mise à la place de u dans 
l’une quelconque de ces fonctions, la rendra nulle, sera une des 
valeurs de l’inconnue u ; car pour chacune d*elles, combinée 
avec le système correspondant des valeurs de de, y et z,^les 
quatre équations sont satisfaites ; a° que réciproquement cha- 
cune des valeurs que peut avoir cette inconnue, doit rendre 
nulle une de ces fonctions. Donc, si l’on égale à zéro le 
produit de toutes ces fonctions , l’équation qu’on obtien- 
dra, sera, sans aucun facteur étranger à la question, l’é- 
quation finale résultante de l’élimination de x,y et z entre les 
quatre équations données. C’est donc de cette équation qu’il 
s’agit de déterminer le degré. 

Or le premier membre de l’équation ( m ) est de la forme 

u n -f- Au. M ~' + Bu m — -f- -}- K , 

A , B , C . . . . . K représentant des polynômes en x , v, z, sa- 
voir , A le polynôme le plus général du premier degré JP le po- 
lynôme le plus général du second et ainsi de suite , et il en ré- 
sulte d’abord que le premier terme du produit des fonctions 
en question sera u mM , et que, dans tous les autres termes, la 
somme des exposans de u et des valeurs ci-dessus de x,y, z , 
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ne sera jamais plus grande que mn. De plus , sans effectuer 
le produit de ces fonctions , on voit qu’il doit être tel, qu’il reste* 
le même lorsqu’on y échange a p en a f , b p en 6, , c p en c f , et 
réciproquement , quels que soient les indices p et q ; car si l’on 
opérait ces changemens dans les fonctions elles-mêmes , on ne > 
ferait antre chose qu’échanger entre elles deux de ces fonctions. 

Si donc ce produit doit renfermer un terme tel que 

r f ' 

u'a*2>pc'a*,2ÿc',e te. ( dans lequel s , k, l, r, etc. représentent 

des exposans entiers positifs , dont la somme est moindre que 
mn, ou égale à ce nombre , et ou p , p' , p" etc. sont des in- 
dices différons entre eux ) , il devra aussi contenir tous le» 
termes que l’on peut déduire de celui-là , en y mettant sucessi- 
vement pour p , p' , p" etc. tous les nombres possibles depuis 
1 jusqu’à n inclusivement , pourvu que l’on ne mette jamais 
dans un même terme , le même nombre pour deux de ces. 
indices. La somme de tous ces termes est une certaine fonction, 
de u, que nous désignerons désormais par 


fer 

S rrt kilt k il T 

u 1 M n b n ca.b. c. 
p p p p' p* r. 


et dont il faut déterminer la forme. 
Pour cela 4 soit l’équation 


t = x+gy -f hz 

dans laquelle t est une nouvelle inconnue et g et h sont des 
coerticiens arbitraires. En éliminant x , y et z entre cette équa- 
tion et les équations (a) , (b) et (c) , on obtiendra une équation 
du degré n en u et t. 

En effet, les équations fa), (Z>) et (c) ne pouvant devenir 
identiquement nulles que par un nombre n de systèmes con— 
venab^|> de valeurs de x , y et z , ainsi qu’on l’a dit plus haut , 
on ne doit pas avoir plus de valeurs de t en u , qu’on ne peut 
prendre de ces systèmes : partant, l’équation finale entre t et u 
doit être du degré n , c’est-à-dire , de la forme 
l 

t » -J- Mt — 1 4- /Vt"-* 4- 4-5 = 0, 
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M , N S, étant des fonctions rationnelles et entières de u, 

et le plus haut exposant de cette inconnue étant un dans M , 
deux dans N, et ainsi de suite. 

Les n racines de cette équation seront 


+ g&. H- hc x ; a* + gb t + hc % a. . .a n +gb n + hc n . 


• 

en sorte que T ( a p 4- gb p 4 - hc p )* qui désigne la somme de* 
puissances i de ces quantités sera , i étant un nombr e entier 
et positif, une fonction rationnelle et entière des coefficien» 
M, N, etc. : ce sera donc une fonction rationnelle eteuitière de 
u , et il résulte des formules trouvées ( 1 *” sect., n°. iW^jue le 
plus haut exposant de u , dans cette fonction , se^fcgà 1 à i. 
Mais le terme général de la fonction T {a ? -J- bc ? ') i 

développée suivant les puissances et les produits des quan- 
tités g et h, pouvant être représenté par Lg h r T. a* b p c , 

k, l , r étant des exposans entiers et positifs dont la somme 
~ i , et L étant une certaine fon£ion de ces nombres , on 

peut, dire que T. a* b l f c p est une fonction rationnelle et 

entière âe u t dans laquelle le plus haut exposant de cette 
inconnue est i = k -f - 1 4 * r. Il suit de là que la fonction 

, 'ii 

ci-dessus u'T.a b 1 c a, b 1 *c. , est une friction ration- 

nelle et entière de u , dans laquelle le plus haut exposant 
de cette inconnue, est à la somme des exposans s, h, l , etc., 
car on a l’équation 


T % b' r ^ X T.a), b[, == Ta/ b / c/ 

4- T.a k b 1 c ai b', c \ 

~ p r r p' p’ p> 

qui fait *v6ir que si cette proposition est démontrée pour la 

4 » • ** f / 1 

fonction T. a* b p c', elle le sera aussi pour T.a* b p c a p/ b p , 
et ainsi de suite. 

Cela posé , on a vu plus haut que le premier merftbre d* 


Digitized 



ANALYSE 

1 équation-, finale en u , le second étant zéro, a pour premier 
terme u mn ,- et que le reste de ce premier membre ne peut 
être autre chose que la somme d’un nombre fini de fonctions 
pareilles à la précédente , multipliées chacune par un coeffi- 
cient connu , et dans lesquelles la somme des exposans s , k , 
l , etc. n’est jamais plus grande que mn : ce premier membre 
est "donc une fonction rationnelle de u x dans laquelle mn est 
le plus haut exposant de cette inconnue , et par conséquent 
ce nombre mn marque le degré de l’équation finale.. 

On prouvera de même en généralisant les raisonnémens ci- 
dessus jfples appliquant à un nombre quelconque d’équations 
com]AètfL que si n désigne le degré de L’équation -finale ré— 
sultant^ïe toutes les équations moins une , et que m soit le 
degré de celle-ci , le degré de l’équation finale résultante dp 
toutes les équations , sera égal à mn : d’où il est facile de 
conclure que ce degré sera égal au produit des exposans dès 
équations données , puisque pour trois équations complètes 
entre trois inconnues , la anreruière du degré a , la seconde du 
degré b , et enfin la troMèine du degré m , on a nzz ab,, 
ainsi qu’il a été démontré précédemment. 

Dans tout ce qui précède , on a supposé que les équations 
entre lesquelles il s’agissait d’éliminer , étaient les plus géné- 
rales de leur degré ; mais lojsque cela n’aura pas lieu , on 
conçoit que ^ degré de l’équation finale pourra être moindre 
que celui qu’on vient de déterminer , c’est-à-dire , que lès 
coefficiens des plus hautes puissances de l'inconnue dans l’équa- 
tion finale , pourront se trouver nuis en vertu des valeurs par- 
ticulières des coefficiens des inconnues dans les équations don- 
nées. On doit donc dire, en général , que le degré de l’équation 
finale résultante d'un nombre quelconque d’équations , ne peut- 
jamais être plus grand que le produit des exposans de ces 
équations. ^ 

.L’auteur ajoute : «Je me proposais seulementde déterminer, 
n à priori, le degré de l’équation imale résultante d’unSiambre 
y quelconque d’équations complètes ; mais on a pu voir qu’en 
* suivant la marche indiquée par l’analyse précédente , Oiv 
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* parviendrait à former cette équation finale •, mais la lon- 
n gueur des calculs qu’entraîne cette méthode la rend presque 
n toujours impraticable. Ainsi , dans la pratique, pour obtenir 
n l’équation finale à son véritable degré , il faudra recourir 
n aux méthodes que l’on trouve exposées avec beaucoup de 
n détails dans la Théorie des équations de Bezout. 

' / 


CH APITRE VII. 

Résolution générale des équations. 

29. Le but de la résolution générale des équations est de 
trouver pour toutes les équations diun même degré , les fonc- 
tions des coèfficiens de ces équatioris propres à en représenter, 
toutes les racines : ce problème a été résolu par' les premiers 
algébristes sur les équations des second , troisième et quatrième 
degrés ; ils parvinrent à transformer l’équation à résoudre efi 
une autre susceptible d’être résolue à la manière d’une équa- 
tion d’un degré moindre, et à déterminer, au moyen des racine» 
de cette nouvelle équation qu’on a nommée réduite , toute» 
celles de la proposée. Mais, dès le troisième degré , çes fonc- 
tions racines se présentent sous une forme telle qu’il est im- 
possible d’en tirer les valeurs numériques des racines par la 
simple substitution de celle des coefficiens , dans le cas même 
où toutes les racines sont essentiellement réelles : c’est cette 
difficulté que les analystes désignent par le nom de cas irré- 
ductible ; elle aurait lieu , à plus forte raison dans les équations 
des degrés supérieurs , s’il était possible de les résoudre par des 
formules générales. Heureusement, ajoute Lagrange, on a trouvé 
moyen de la vaincre dans les troisième et quatrième degrés, par 
la considération de la trisection des angles et par le secours des 
tables trigonométriques , ainsi qu’on Ih verra dans l’un des cha- 
pitres suivans ; mais ce moyen qui dépend de la division des an- 
gles , n’est applicable , dans les degrés plus élevés , qu’à un®. 
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classe très-limitée d'équations ; et on peut assurer d’avance, que 
quand meme on parviendrait à résoudre généralement le cin- 
quième degré et les suivans , on n’aurait par-là que des for- 
mules algébriques , précieuses en elles-mêmes , mais très-peu 
utiles pour la résolution effective et numérique des équations 
des mêmes degrés , et qui , par conséquent , ne dispenseraient 
pas d’avoir recours aux méthodes arithmétiques exposées dans 
les chapitres précédens. 

3o. La résolution générale se réduit donc à la recherche 
d’une fonction des racines , qui dépende d’une équation d’un 
degré moindre , et dont les racines donnent facilement celle» 
de la proposée. 

Soit d’abord l’équation du second degré 

x* -j- px + q = o , 

0 

et nommons a et b ses deux racines ; on a d’abord 

a + ty— — P (0 

H ne s’agit donc plus que d’avoir la valeur d’une autre fonc- 
tion des racines , qui , combinée avec la précédente , déter- 
mine chacune d’elles au moyen d’équations du premier degré 
seulement : cette fonction sera donc de la forme 4 

A a B h 

A et B étant des coefficiens indépendans des racine* a et b. 
La fonction Aa -f- Bb est susceptible de deux combinaison» 
dont la seconde s’obtient en changeant dans la première a en 
b , et réciproquement ; elle dépend donc d’une équation du 
second degré , excepté le cas où 

A- B; 

mais alors on retombe sur la somme des racines , qui est déjà 
connue. Puisqu’on est conduit pour la détermination de la 
fonction Aa Bb à untf équation du second degre , il faut 
que cette équa ion puisse se résoudre par une simple extrac- 
tion de la racine quarrée ; mais alors les deux racines de- 
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viennent égales et de signes contraires : il faut donc déter- 
miner les coefficiens A et B de manière que la fonction 
Aa -j- Bb reste la même au signe près , en y changeant a 
en b , et réciproquement , condition qui donne « 


Aa • 


\ = -{Ab + Pa), 


équation qui doit avoir lieu, quels que soient les nombres a et b ; 
on en tire en égalant les coefficiens de a 

A — — B ; 

comparant ensuite ceux de b , on retrouve la même relation ; 
en sorte que la condition A = — B étant la seule à laquelle il 
faille satisfaire , on pourra prendre 

A = i , d'où B — — î . 

La fonction cherchée sera donc a — b , et la désignant par a, 
sa valeur dépendra de l’équation 

[a — (a— (as — (b— a)]=o, 

* , * » 

dont les coefficiens pourront être exprimés d’une manière ra- 
tionnelle au moyen de ceux de la proposée , puisque les racines. 
a et b y entrent de la même manière. En effectuant les multi-* 
plications , on trouve , 

. s* = a 4 + — 2 ab. 

Grdes deux équations 

a* -j- pa + q = o 
b % -f- pb -J- q = o , 

on déduit /, 

— 2 q , 

en observant que a -j- i = — p ; on a d’ ailleurs 

ab = q i 

donc . . 
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z 2 — p i — 4? ; d’°ù z = v/p* — 4i — a — ù ( 2 ) 

Combinant les .égalités (1) et (2) par voie d’addition et de sous» 
traction , on obtient 

a = ZL£±_ÆSË • 

- . 2 

l — P — Vf — 4 <? » 

a 

3i. Nous passerons à l’équation du troisième degré, que, 
pour plus de simplicité , nous supposerons délivrée de son se- 
cond terme , ou ramenée à la forme 

x 3 -f- px + q = o. 

, fi * 

Soient a, b et c ses trois racinSs ; on aura d'abord 
fl-f-ÿ + c = o. ...... (A). 

Reste à déterminer une autre fonction des racines, qui ne dé- 
pende que d’une équation du second degré, et qui, combinée 
avec l’égalité (A’) , donne facilement les expressions des racines 
.de la proposée. La forme ]p plus simple que l’on puisse supposer 
à cette fonction , est celle-ci 

* \ Aa -j- B b Ce , 

A , B , C étant des coefficiens indépendans de a, b , c : si on 
y fait tous les échanges possibles des racines a, b, c, on aura 
ces six combinaisons différentes 

Aa -f- B b -f- Ce 
Aa — Bc -f- Cb 
Ab -f— B<^ -f- Ce 
Ab -f- Bc -f- Ca 
, Ac -j- Bb Ca 
Ac -}- Ba -f- Cb 

Ainsi l’équation d’où dépendra cette fonction seradu sixième 
• degré , 




v 
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degré ; il faudra donc , pour qu’on ait ramené la’ question à 
des termes plus simples, que cette équation soit résoluble à 
la manière de celles du second degpé ; en sorfê, que les quan- 
tités A , B , C , devant être déterminées par la condition qu’il 
existe entre les fonctions (Jtf) la même relation qu’entre le* 
racines de l’équation 

> • < ’ 

y 6 -j- my 3 -J- n = o. 

Pour résoudre celle-ci , fera 

ce qui la transforme dans la suivante 

t 3 -|-mt + 7ii=:o, 

dont les racines Sont 

'=-? + l/T r; 



et on obtiendra les six valeurs de y par la relation des 
équations 

y 3 — t! — o, y 3 — t" —o, * 

, i m 

qui , par les hypothèses 

y = z VIT, y — zV't 11 

< “ , \ 

deviennent , après avoir divisé la première par t' , et la se- 
conde par t" 

z . 3 — 1 — o , 

dont les racines sont 

z — i , * — * =£ «: *£= — = 

a . a 

Analyse.- ÿ 
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en forte qne le» six valeurs de y seront 

y = kV , y = et |/p , y z= a! |/? 

^ = ^ ?= a! V' t" 

ou , parce que a = a‘ , 

y — y' tf , et |/ t’ç y = a.'V' tf 

y — V?~, y — a.V'l r , y — a? VHF. 

Telles sont donc, les six racines d’une équation du sixième 
degré , résoluble à la manière d’une équation du second. Il 
Faut donc que deux des combinaisons ( M) étant prises pour 

3 3 3 3 

I / 1' et \S7T, deux des autres soient a l/T 7 " et et* )/ t! , 

3 3 

et que les deux qui restent soient «t (/ 1“ et t? V' t " . 
Soit \ 

Ad + Bb + Ce = V'T (i) 

* 3 

la combinaison A a -{- B c -f- Cb ne peut devenir a. V'Y’ 

.3 

ou et* |/?* parce qu’en comparant les coefficiens des même» 
racines dans les égalités 

« * 

Ad 4~ Bc ■4" Cè — <t Ad —f* a Bb 4* cl Ce 

Ad-\-Bc+Cb=z<SAd + a .'Bb + a .*Cc, 

on aurait 

A = cl A , d’où <t — i 
A -=.c? A , d’où a’ = i , 

résultats qui ne peuvent avoir lieu; La combinaisop Ab-\-Ba-\- Ce 

3 3 

ne peut devenir et \Z~7 ou a 2 l/T 7 ", parce que, dans le premier 
cas , on aurait et = î ; et , dans le second , a“ =; î , On ne peut 
donc faire que les deux hypothèses suivantes , 
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3 

Ab -f- 2?c -f- Ca — a. Aa - a Bb a. Ce — a \/~t (a) 

j 

Ac + Ba+ Cb=za' Aa + tfBb + a.'Cc — Y l^T. ... ... (3) 

puis écrivant 

Aa + Bc+Cb = l/T...... (4) 

on supposera ' .• • • < 

,3 

Ac + Bb -f Ca = *^a + «Æc+aCi = a k / 'F. (5) 

3 

+ i?a + Ce = a» + a» Z?c + a* Cb = *• ■»£? ...... ( 6 ) 

Comparant les coefliciens des mêmes lettres dans les équation» 
* (a) , (3 J, (5) et (S) , on déduira 

de (a' .... a A—C\ a B—A_\ a C—B 

'de (3) *'A=B ; C; a 'C=A 

de (5, . . . . aA—C; a B— A ; a C—B 
de .S). . . . a a A=B) a*fi =.C',a?C—A'. 

Les équations des deux dernières lignes étant identiquement 
les mêmes que celles des deux premières , il sullira d’em- 
ployer celles-ci : or des six premières équations , les trois sui- 
vantes 

C ~a.A , B~a‘ A , A— «■ B ou A —a? A 

rendent les trois autres identiques, sans cependant déter- 
miner le coefficient A ; on pourra donc, pour simplifier, faire 
A — î ; en sorte que 

A—i , B— a.* , C=«. 

Faisant , pour abréger, 

». * , . " • 

vY ou r—a -j- a?b -{-etc ( 7 ) 

» * 3 

\/ t" ou s— a -j- «* c -}- ab ( 8 ) » 

F a 


i 

; 




>» 
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on aura r, nr, a* r , s , as, * a r pour les six racines de la 
transformée résoluble à la manière d’une équation du second 
degré; et nommant y l’i'nconnue, on trouvera, en observant 
que a* —o et que a 3 = i 

(y — r) (y — ar) (y — <x* r )=y s — r* 

(y — s ) (y~ “ 3 ) 

et conséquemment 

yT— ( i- + f 3 )> 3 + r 3 i 3 =o (A 7 ) 

équation qui satisfait à la condition énoncée. Il ne s’agit plus 
que de trdÉver, en coefliciens de la proposée, les valeurs 
dé rM-'S 3 et de r 1 s 3 , ce qui est possible, parce que ces quan- 
tités sont, comme on ya le voir, des fonctions invariables de» 
racines a, b e te.' ■ 

Si on élèye âu cube la fonction r., on aura , en observant 
que a 3 = 1 , 

r 3 =o 3 + b 3 -j- c 3 -j- Gabc-\- Za'a*c -\-b l a-\-c*b) 

-j- 3 a* ( a a è -(■ c "4“ c * a )> 

‘ * . 1 t . 

et changeant c en b et réciproquement , r devient s, on aura 
donc; sans refaire le calcul , 

s 3 =:a 3 -(-i 3 + c 3 4"6a6c-(-3a(a*é’-|-t a a+6 , c) 

+ 3« a (d a c + c a i-f A»o). 

Soient , pour abréger 

n 3 -f-è 3 

a? b -f 6 a c -J- 1 * a = M 
• a* c a + c 3 £ = AT, 

on aura 

r 3 = Z. -f 3 aA r + 3 * a 3f • . 

ct a iV , 

donc la fonction' . . . » ; . i 
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+ 3 («+«•) (M + iV)/” 

mais , comme nous l’ayons déjà observé , f 

i -|-a4-tt* = o , donc «-{■“*— *> 

et conséquemment l 

,3 4. i 3_ 2 £,_5(iff4. 2V) ...... ( P ) 

Faisant ensuite le produit de r 3 par s* , il viendra ; toutes redac— 1 
tions faites , 

r 3 f = IS-ùL(M + N) -f g( Æf + A 7 ) 1 i-aqM N. "...(<$) 

Pour évaluer L d’ifne manière plus abrégée qu en èmptoyant 
les formules données ( i'" sect. , n° 3oi ) , on partira des troia 
équations i * .. - 

û s + P a + ?=° . * 

T? 3 -\-pb-^-q— o 
c? + p c± cf = o, 

1 ■ i ' * • ' 

desquelles on déduit 

J a 3 -f- b 3 -f- c 3 = — 3 q, 
à cause de fl + l+C = 0, étoffa d’ailleurs 
a J> c — — q. 

Reste à calculer M-^N et 3fPf : k def effet, on a ( ïP 25 ) 

M -\-l\ r — cl* h -J- i^c4*c*a + c a i 

V 

= T. a * k .== T. a* X T. a— T. a 3 = Zq, 

t . N 1 ’ 

parce que 7\ a = ov et; , 


donc 


F 3 
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M 2V = ( a* 6 à* c -j- c* o ) ( a 1 c -J- b' a -J - c * &) 
= a* b c aï b* c‘ -j- a 3 b 3 
+ b* a c a‘ b* c* a 3 c? 

-f- cï a b -J- aï b* c % -J- b 3 c 3 ; 


or 


aï bc -\-b* a c cï a b ■==. ab c { a 3 b 3 -j- c s ) =; 3 g* 

a 1 b* c* -f- aï b % c* -+- aï b* c* = 3 (aàc)' = 3 g* 

o’A 3 + aV + 6V = — - - ^ (3 fl6+6b4 - c6) — 3g » + p* 

# t ' 

en observant , par rapport à cette dernière évaluation , que , 
dans le cas de n — p , le deuxième membre de la formule ( i.), 
donnée ' n° s5 ) , doit être divisé par a , pour n'exprimer 
que la collection des termes dissemblables de la forme a.* 
Donc 

M N =s p 3 -f g g*. 

* 

Faisant ces substitutions dans (P) et (Q) , on trouvera 
r 3 -J-s 3 = — 27g; r 3 s 3 = — a 7 P 3 > 
de Sorte qne la réduite (N) deviendra 

J 6 + a 7 qy 3 — 3 7 p 3 = 0> 
laquelle , par l’hypothèse 

• y = t, 

se change dans la suivante 

t* + ®7 i} t — 37 p 3 = o , 
équation qui donne pour t les deux valeurs 

l/î+£] 
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8? 


on aura donc 


x — a A% b -f" * c == V t 

3 ^ 

s = a -4* et b -J- (t’c = \/ t 

Or le? radicaux \/T , VT sont susceptibles chacun de trois 
valeurs 

VT, * VT **YT VT, ce VT, SVg; 

xnais on observera que les racines de la proposée doivent satis- 
faire à la condition 

3* 1 ’ 

ab + ac + bc-+p=-^V t'X V f , 

d’après les valeurs précédemment trouvées pour ( et i" :ja 
pourra donc prôndre /T avec V^F, ou « /Favec * V * J 


eu 


bien a 1 V <■' avec «s V 7 l " » P arce <I u ’ on a aussi 


— 3 p — * l/i'X*' l/ 

— 3 p = «* V t r x* V 1 j 

en sorte qu’on pourra employer indifféremment 1 un ou 1 autre 
4e ces trois systèmes d’équation 


E4* 

. 1 


. /. 


N 
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a -f-^+c = o \ 


. ... a -j- A*b -f - ac = V~t T > . . 

C 3e .) 

3 i 

. ... a -f- « b -f- a*c = V f y 

1 

f — o ’v 


< a a + b - f - a 3 c = a V ^ > . . 

'• 1 

t *?a -f- b + a c ~ a 1 V~f y 

1 

r a-f-é-f-c = o 

J 

« 

\ * 5 a-f «sô-f-c = <* 2 V~* >• ■ 


.i*. 


.3*. 


cta-\-dt?b-\-c = & V 1 * 
pour évaluer les racines a, b etc. Cette multiplicité dé valeur» 

, . » 3 

des racines a , è etc tient à ce que y t' et {/ tf ne con- 
tiennent que le cube de p , ensorte que les raines a , b , et ç 
qu’on vient de trouver résolvent , outre la proposée , les deux 
autres équations • 

x 3 -f- <fpx -f- q = o. 

Employant le premier des trois systèmes , ajoutant les trois 
équations qu’il contient , et faisant toujours attention quo 
î + * + <* 4 5 ? o , il viendra 

* ' c _ v' T + - ■ 

* 3 ’ 


multipliant (a 0 ) par a et (3°) par a? , puis ajoutant, on aura 


+ «• Vf 

3 


multipliant ( 1 °) par et (3°) par a , puis ajoutant , 


on 
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Ecrivant dans p , S et c pour t! et t" les valeurs obtenues précé- 
demment , on aura enfin 


“=v /- “ j -i/î + 


£ 

27 


+\/-ï-iTi+£ 


^ t/ ~ = ^ 


— 1 — ^ — 3 


— 1 — » / 3 


— , 4. |/ — 


r • 

-H 

1/21+ E 3 . 

K' 4^07 

J 

w> 1-0 

1 

/'V, e 1 
^ 4 "^27 

. , • . . . 1 

-H 

l/ç+ï . 

^ 4 27 # 

’-H 

i/çth; 

r 4 27 


3s. Soit enfin l’équation générale du quatrième degré , déli- 
vrée de son second; terme . , 

• , < } • ^ • ’ 

pr* -{- p x a -}- q .r -f r — o 

t . * * *.*-• 

dont a, b , c et d soient les racines. Nous chercherons j comme 
nous l’avons fait à l’égard des équations des second et troisième 
degres , une fonction de ces racines , qui ne dépende que d'une 
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équation d’un degré inférieur au quatrième, et dont le» "valeur» 

combinées avec l’équation • ' 

’ * » V 

a-\- b -f- c + c£=ro 

donnent facilement les quatre racines. Nous ferons encore 
1 hypothèse qui a réussi jusqu’ici, savoir, que cette fonction 
renferme les racines sous une forme linéaire, ou qu’elle soit 

Aa -f- B b -j- Ce Del j 

A. B , C et D étantdescoefliciensindépendansdea, b, c et d. 
Cette fonction est susceptible de vingt-quatre combinaison* 
différentes; elle dépendra donc d’une équation du vingt-qua- 
trième degré : mais si on suppose 

A — B 

dans ces vingt-quatre combinaisons , elles se réduiront à douze, 
et si , de plus , oq fait 

C=D, 4- 

les douze se réduiront à six ; en sorte que la fonction 
A {a -|- b ) — f- C (c d ) 

ne dépendra que d’une équation du sixième degré dont les six 
racines sont 

A (a+.fr) +C(c + J) 

’ + + C(a+i) 

A (a 4- d ) -f- C [b + c ) 

• A ( b -f-c ) + C ( a -f- d ) . 

A ( a+c) + C(é-j-fi) 

A ( b ti) -j- C (<( -j- c ). 

Çes fonctions, en y faisant encore 

A = *~ C, 
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deviendront égales deu^ à deux et de signes contraires; l’équa- 
tion dont elles seront les racines ne renfermera donc que les 
puissances paires de l’inconnue ; conséquemment elle pourra 
se résoudre à la manière des équations du troisième degré. 
Ces combinaisons seront 

A(q-\~b — c — J); A{c-\-d — a — b)-, A{a-\-d — b — c); 
A (i+c — a—dy, A( a-\-c — b — d) ; A ( b-\-d — a — c). 

Supposant , pour plus de simplicité 

* • » 

A- i-, ‘ ' 

« 

l’équation cherchée sera donc 

£ z* — (a -j- b — c — d)‘J [z* — (a -f- c — b — d )* 3 
£ z* — ( a + d — b — c )“ ] — o , 

ou , faisant z a = t , 

[f — ( a 6 — c — d ) a ] C* — ( a + c — ^ — d ) a 3 
£ t — ( a d — b — c )* ] =: o. 

Il s’agit maintenant d’exprimer les coefficiens de cette réduite 
au moyen de ceux de la proposée : or on a 

(a-J-é — c— c a - 4 -d* — a ab — 2 (Pc — 2 ad 
— abc — 2 bd — acd-y^ab-y^cd, 

et observant que de *0 (a-f-é-f c-f-d) — o résulte 

— 2 ab — 2ac — 2 ad — abc — 2 bd — 2 cd — a“-j- é’-f-c* -j- d* , 
on trouve ... 

(a-f-é — c — rfy= — 4 p + 4 C a ^ + cd)*. 

Changeant dans larelation précédente b en c, et réciproquement, 
•a aura 


A N A L T S I 


(a+e — b — dy — ~r- 4 P 4 ^( ac *4"^^)> 
changeant dans celle-ci c en d , et réciproquement, il viendra 

(a -f d — b — c)* = — 4p+4(ad + cb). 
L'équation en t devient donc 

[ f + 4p — 4(a& + crf)][ , + 4p — 4 O c 4- J< 01 
£ t -f- 4 P — 4 C -f- b c ) 3 ~~~ o r 
ou supposant . . 

/ = 4 U ct «4 • p — y > 

puis divisant par 4, elle se change dans la suivante • 

f~ v V— (ab+cd)’] py — (ac-f-id)] [j— (ad-f ir)]=o, 

el faisant les multiplications indiquées 

! 4-(aZ!-j-<fr) (ac-\-bd 1 
-f- {nb-\~dc) (ad-^-bc \y 
- \-(ac-\-bd ) (ad+Ac ) 

■ — (jab-\-cd)(ac-4-bd)(ad-\-hc)-ï=o. 

Or 

» nè -f- ac -f- ad -f- hc -f- bd -f- cd — p . . % ( i ) 

( ab -f- cd ) ( ac -f- bd ) = tz*èc -f- chrd -f- b'ad + d*bc 
( ab ■-+- cd f ( ad bc ) = a' bd + d*ac -f b*ac -j- c*bd 
( ac -f- bd ) ( ad -}- bc ) = a 2 cri -J- d*ab -f- c‘ab &Yri ; 


ajoutant çes trois derniers résultats, on trouve, en désignant la 
somme des trois premiers membres par S 

( a(abc-\-abd-\-acd-{-bcd) — abcd 1 

) -\-b(abc-\-a.bd-\-acd-\-bcd) — oifd(= — q(<7-f-^+c-f rf) 
S — ( v / 

J-|-c(oèc-l-e!id-(-oçd4-é | ctf ) — abcdl — 4'‘ =s — 4 r ' ■ ■ ■ C 2 ) 

( -\-d(abc-\-abd-\- ccd -J -bed) —abctlj 

■f- 

à cars ; de a d =o. Passant au dernier terme , on a 




t 


ALGEBRIQUE. 

(ai -f- cd) ( cic -f- i/f) (ad -f ic) = a 3 bcd -f- a a i 2 t* 

■ -f? i 3 aci ? + a*L*d* 

* ■ . + t 3 ai J -j- aVd* 

-(- i £ 3 aie -j- i a c a rf a : 


or 


a 3 icti -{- i 3 ac<f -j" c3 nid + <P aie 
= ( a* -{- i“ -f- c a -f- d 2 ) abcd =s — spr.. 


( 3 ) 


Pour évaluer la fonction a 3 iV -1- a 2 L 2 d 2 -f- aVei* -f- iVa* 
©n développera 

9 (abc abd-\~acd bedy 

— a a i a t a -f- a*b 2 d 2 -f- a 2 c 2 d‘ + b\\l* 

• -f- a a % b 2 cd -f- sa“c a id -j- a a 2 d 2 bc 
-\-ab 2 t 2 ad -f- üb 2 d 2 ac-\- ac 2 d 2 ab, 

d'où on tire " 

a a i a c* -J- a 2 b 2 d 2 -(- o. 2 t 2 d 2 -f- b*c*d a 


= (aie -J- abd + acd -J- bcd) u '-\ = g? — • a pr . 
— 2aic£i(ui-{-uc-{-ad-4-ic-f*M-f-c</) ■] 


( 4 ) 


Substituant ces valeurs (i), (3), ( 3 ), ( 4 ) dans F équation en y, 
elle deviendra 

y 3 — py* — 4ry + 4pr — q*== o: 

mettant peur j/ sa valeur a^-p , on aura pour résultat 

u 3 2 pu*-j-(p* — 4 r ) 11 — 9 * — 

Soient u", u" les trois racines de cette équation, (Ut 
trouvera, en observant que t = 4 u , 

( a + i — c — dy = 4 1/ 

( a -J- P — i — dy = 4 u* 

( a + J — i — c )* = 4 u" : 
d’où ’ v 
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. a b — c — d = + a l7~17 ( 1 ) 

a + c — b — d = + a »/ u" (a) 

n ^ ( i_iJ. c = + a j/17. .(3) 

* 

Les équations ( 1 ) , (a) et (3) combinées avec 

a + b + c + à = o (4) 

donnent , en prenant les radicaux avec le signe + 

a=+[ + kV+ kV+ kT^] 

b ={ [-f kV— |/j 7— ku?]' . 

c = i [— 1/17+ ku*— k^] 
d = j [ — kV— k77+ i/i7]. 

Chacun des radicaux pouvant être pris avec le signe — , il en 
résulte pour a, b, c et d ces quatres valeur 

a = i [ — kV— i/17— kl7] 
i = f[— kV + k^7+ 1/17] 
c=i[+ kT 7 "— 1/17+ k17] 
d = il+ y 

/ 

Mais on a . 

(a-f-fc — c— d) (a-f-c — b — d) (a-f d — è — c) 

= a(a 3 +i 3 +c 3 -|- d 3 ) -f- a {abc -f- abd -j- acd -f-6cd)= — Sq, 

en sorte que le coefficient q étant positif dans la proposée *, ij 
faudra prendre un ou trois radicaux négativement : s’il est né- 
gatif, on pourra prendre les trois radicaux en plus, .ou deux en 
moins et un en plus. Cette considération réduit donc les huit 
racines à quatre. 

53. Passons à l’examen des racines des équations des troi- 
sième et quatrième degrés. 


( 


* 
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On a prouvé (n° 5 ) qu’une équation d’un degré quelconque 
a toutes ses racines réelles lorsque l’équation aux quarré#des 
différences de ces racines n’a que des variations de signes ; 
mais que si elle contient seulement une permanence , la pro- 
posée doit avoir_ au moins deux racines imaginaires. Ces con- 
ditions ont été appliquées ( n° idem ) à l’équation du troisième 
degré , et on a trouvé que dans le cas de 


p 3 q* 

P< ° et ^> 4 

les trois racines de l’équation 

x 3 -f- px -j- (J — O 

étaient réelles ; mais si l’une de ces inégalités n’a pas lieu_, 
deux des racines de la proposée sont imaginaires. On parvient - 
aux mêmes conclusions en discutant les formules des racines 
de l’équation du troisième degré. 

Reprenons -donc les trois racines obtenues précédemment 


<r 


3 

V T 

3 

K 4+ a7 

« 

< 

+ =^V-H 
' 3 . 

1 /sïTZ 

K 4+ a7 

, 1 


\/<L + eL • 

K 4 + 37 

+ =ii!3(/_ î+ | 

I /IEIeL 
V 4 + «7 
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Si ç est positif , ou si Si > ï~ dans le cas de p négatif, 
la racine I / 4- -- sera réelle , et conséquemment aussi 

' K 4 3 7 

la première racine a ; mais b et c seront imaginaires, comme 
il est facile de le déduire de la forme même dé ces racines. 
En effet, si on pose 


\/ : M/î+£=™ 


on aura 



i= (l+k V'— i) m + (l — k l/“) n. 

= /(m-f-i) + K m — 'O Ÿ — i 

c—(l — k m + (Z+* »/“ ) n 

= / ( m -}- /i ) — A ( m — /i ) / — î 

quantités imaginaires de la formé A + B V — î , puisque 
k , l , m et n sont des quantités réelles. Dans le cas de 


p < o et 


2 7 


3Ü 

~ 4 


en a m == n, et 



en sorte que les trois racines sont encore réelles , et les «jeux 
dernières égales entre elles. 


Les 
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Les trois raciues sont encore réelles dans le cas où Celles 
de la réduite du second degré sont imaginaires, c’est-à-dire, 

o» _ 

lorsque la quantité qui se trouve sous lé signe radi- 
cal , est négative , et on sait , à priori, qu’eflectivement elle» 

le sont ; car la condition 

£ + £<o 

4 “7 


suppose ces deux-ci 




Alors oa peut poser 


a ~]/~ /+ g ^ — 1 + f—g y' — 

i 

b= (l + k y — i) f+g y — 1 


+ u-i< y^~i) \/~ f- 


g 


= {l-i< y~)y f- 




+ c i+k y — o Vf— & y — i*. 

et on n’apperçoit plus aussi facilement , d’après la forme de 
ces racines , comme elles sont toutes trois réelles. En ad- 


mettant le développement en série de j /~ f + g ^ — i et 


y f — g — i , on trouve que les termes imaginaires dis- 

paraissent par l’opposition des signes dans la première , et que, 
les multiplications faites dans les deux autres, les résultats 
ne contiennent plus que des termes réels; mais toutes trois sont 
alors données par des suites inlinies , et comme on n’a pu , 
jusqu’ici , les obtenir sous une forme en meme temps réelle 
Analyse. G 
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et filais , à moins d’employer les lignes trigonométriques , 
.comme on le verra pins loin , on a désigné cette circonstance 
sous le nom de cas irréductible. 

34 - Nous examinerons donc à quoi tient l'introduction 
d’une imaginaire dans ces racines qu'on sait , à priori, devoir 
être réelles. A cet effet nous reprendrons l’équation 

x?-\-px-\-q — o. 

En supposant que a, b et c soient les trois racines, on aura 
ar 5 — (n-f b -J- c)x*+ (ai -}" ac-f- bc) x — aic = x 3 -{-p-c+<7 > 
d’où résultent ces égalités 

a -j- b -j- c = o ; ab -j- ac -J- bc = p ; abc = — q. 

Comme l’équation proposée est d’un degré impair , on est 
assuré d’avance quelle a , au moins , une racine réelle , et 
la désignant par c , on déduira de 

c = -(a + i) 

que la somme a A- b des deux antres racines est aussi réelle. 
Cette valeur substituée dans les deux dernières équations , 
donnera 

<2* ni -f- i* = — p,-ai(a-f-i)=q ; 
d’où il faudrait conclure a et b. La dernière donne 


ab = 


a b 


donc ni est aussi une quantité réelle. Considérons main- 

tenant la quantité ■— ~f- ~ ou 27 q* + 4 'P* du signe de 

'laquelle dépend le cas irréductible : si on l’exprime au moyen 
de a et de i , on trouvera , après les réductions faites , 

3 jq 2 -j- 4 p 3 = — (a a 3 — ai 3 *j- 5a*i — 3«i*)*, 
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\/ — ( 37 q* -f 4P 3 ) = a a 3 — ab 3 -f- 3 a*b — 3 ab* 

= (c— ù,) (2û* -f- -J- 5 aù) = ( a— b) J 2 (a 4- by + ab‘\ 

•Or les deux quantités a - f b et ab sont réelles , comme 
on l’a déjà vu ; donc , pour que la différence a — b soit 
réelle , il faut que : la quantité ( 37 </“ -f 4 p 3 ) soit négative , 
ce qui est le cas irréductible ; d’où il suit qu’alorâ les deux 
autres racines a et b seront aussi réelles. Cherchons main- 
tenant à é\»lusr. les raqjnes c et ib en .coeiîkiens dé ;la pra. 
posée : nous avons trouvi l’équation 

e? — b 3 -j- | a» b — | ab* y — 1 : 

ajoutait au premier membre m X ab (a+.Z>J, et au se- 
cond mq qui n’ast autre chose que — iiLa bc , à cause de 


i«n aura 


a -J- b -j- c = o , 


a 3 — ù 3 + ( 7 •+• m ) a* b -f- (m — i) a b* = 

* — 1 + 4*/> 3 vj- ai q (1) 

*■ 

Il s’agit de déterminer m. par , 1 a condition que le premier 
membre devienne un cube parfait : à cet effet , on le com- 
parera avec 


( et a — «.* b ) 3 — a 3 — Z» 3 — 3 <t <fb -f- 3 &.* a b* 
« et u.* étant 


r-.l fj-Jl/ 3 1 1/ '5 -, , 

et ; d ou on déduit 


£-f m=— 3x5=— 3^: 



l) 1 

1 

1 

fl 

1 

m 

\ 3 y 

’l , , 1 

> d où •• 

,n 

\ a 

f - 1 — ,1/— 3 ^ 

l-l 

| — 3 >/— 3 . 

\ a ) 

J ‘1 

m — 

l a 


. \ 


G a 
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On a aussi 
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( a — et b y — a 3 — b 3 — 3 et 3 a* b + 3 u a b 1 , 
et comparant avec le premier membre de ( 1 ) , on obtient 


!+ «- 5 (=i^= 2 ) 


+ m 


m ■■ 


^ d’où 


3 t/ — 3 
a 

3 1/ — 3 


On a donc pour déterminer a et b , les deux équations 


3 i/3 K--Î 


o 

— ‘=l/D |/— l k / 27q 1 -f-4p 3 ‘ 

= {l-sk ^7^ + 4?\~] = 

* a — ab— [/[; |/^7 e a7 ( ! a + 4f' J + - — ' ? 


G 


G 


l/ü 


-4-3 1/3 — i 


\ * + sVÎ ^ + <*■}] =<? 


Reste donc à éliminer a et ù entre les deux équations , 

et a — a a b — P . . . . ( 2 ) 

«/*a — a. b sss Q . . . . (3) : 

à cet effet, multipliant ( 2 ) par a* et (3) par et, puis re- 
tranchant le premier produit du second , on aura 

i/v+g} 
VH + l 4 ?! : 


+ 


• 1 — 1 / — ; 
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puis multipliant (a) par et et (3) par et 1 
le premier produit du second , il viendra 


et retranchant 


+=Hj£=5 l >'{_ î + k ^EJ, 

J 

Mais de a -f- b -}- c = o , on déduit c — — (a -f- & ) , et 
conséquemment 

*=1/ 

o ■ 

Ces racines sont , en écrivant a pour c , b pour a et c pour b , 
celles qu’on a précédemment obtenues, et on a remarqué 
que l’imaginaire |/ — j était nécessairement introduite pour 
favoriser l’extraction de deux racines cubiques , et fournir 
deux fonctions linéaires des racines , qui , combinées avec 
c= — (a-f-é), servissent à évaluer les trois racines de la proposée. 

Haros , Géomètre dù Cadastre, a démontré, comme il suit 
que Jes trois racines seront réelles,, si p est négatif et si, 
de plus , 

ZiP S = ou >-^-- 

A cet effet, soit n la racine réelle de l’équatiori 
x 3 -j-px -f- q = o : 

on aura donc aussi 

a 3 -f- pa -f- q = o , d’où q — — a 3 — pa , 
d’où encore 

x 3 — a 3 -f-/J (x — a)— o. 


par x — a, 


C, 3 


et divisant 


Ji N A Z. T s * 
x* -f- ax -(- a 1 + p—o, 

qui renferme les deux autres racines de la proposée, et donne 
x = —-±\/—- k a'—p. 

Pour que ces deux valeurs de x soient réelles, on doit avoir 


p<C,o et jd*= ou <j7, ou a= ou 


l/f- 


Mais si dans le second membre de 

q — — a* -f- pa 

on écrit au lieu de a la quantité égale ou plus petite 
on aura aussi 

nisant 

q= ou < — | J,/ donc q a = ou < , 


ou réduisant 


•u enfin 


9 ^ P 3 

J- = OU < 

• 4 37 


Les deux racines seront imaginaires, si l'on a 

sI^eL 

4 ^ 37' 

» » • î * 

35. Reprenons l’équation 

sc * -f- P** + 9 X + r — °> 
pour laquelle on a trouvé précédemment 
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À Ii <V B JJ; S. I Q U I. 

<i = ; { -j - y* u' l/ u" -j- y/ u" % 

b = J { -f J/ m' — 1/ «" — 1/ u"- 

c = i { -, !/ u’ + V “* ~ V- *£ \ 

d±i\— \/ii— \/it + V W \ 

dans le cas de q négatif, et 

a = ; j — V u' — [/ uf — ]/ u" } 
b — (-i/u' + i/a' + )/ii' , | 

c = i I 4- V - K' + V * i 

d = i * + |/ u' + \/ u" — i/ u- î 


/ . 


lorsque q est positif , u f , u" , u* étant les trois, racines de 
la réduite du troisième degré 


a P u *+ (P* — 40 u — q % = 0 > 

» * 

Si les racines «' , u" et u" sont réelles et positives , il est visible 
que les quatre racines de la proposée seront réelles; mais si 
parmi les racines de la réduite, il y en a de négatives , les quatre 
racines de la proposée seront imaginaires ; il faut cependant en 
excepter le cas où des trois racines réelles de la réduite , l’une 
u' est positive, et les autres u" et u* sont négatives et égales j 
car alors des quatre racines a , b , c et d , deux seront réelles, 
et les deux autres imaginaires. Ainsi, outre la condition de la 
réalité des trois racines de la réduite-, il faudra-encore , pour le 
premier cas, suivant la règle de Descartes, que les coefficient 
des termes de cette réduite , soient alternativement positifs et 
négatifs, et que par conséquent on ait 

P < o et p* > 4 r. 


Si l’une de ces conditions manque , la proposée aura ses quatre 
racines imaginaires, à moins qu’on ne tombe dans le cas ci- 

G4 


r 




i 
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dessus cité. Si la réduite n’a qu’une seule racine réelle , on ob— 
serrera d’abord qu’à cause du dernier terme négatif de cette 
réduite, la racine réelle sera nécessairement positive : lesdeux 
racines imaginaires seront de la forme f ± g y — 1 : pre- 
nant donc Wf pour la racine réelle , u“ et u'° pour les deux 
imaginaires , les deux racines a et b seront réelles , puisque 
( n«. a ) Ÿf+g }/ - i 4 - — g V t est une quan- 
tité réelle = 2 f-f- 2 ^ j 1 -1- g 2 et , au contraire , 

Vf + g 1.-1,- — g y — 1 est une quantité imagi- 

naire l en sorte que des quatre racines trouvées , les deux 
premières seront réelles, et les deux autres imaginaires. 

06. Nous rapporterons ici la méthode qui paraît avoir servi 
à la première résolution des équations du troisième degré , 
et qu’on appelle communément méthode de Cardan , quoi- 
qu’il semble, dit Lagrange , que c’est de Hudde que nous 
la tenons. 

Toute équation du troisième degré, privée de son second 
terme , est de la forme 

F 

-(-7 = 0 : 

supposons 

x —y + z 

ce qui revient à partager le nombre x en deux parties y et 3 , 
dont l'une pourra conséquemment être prise à volonté , pourvu, 
que l’autre en soit le complément à x : la substitution dans 
la proposée donnera la transformée 

y 3 + 3 J 1 z -(- 3^ a* -f- z 3 -f- p (j z ) -f- 7 = o ; 

or z -f- Z y z* = Z y z {y -(- z ) , de sorte qu’on aura 

y 3 + a 3 + ( 3 .yz + p) (j' + z ) +7 = 0. 

Si maintenant on suppose à z une valeur telle qu’il en 
résulte 

3yz + p — o ; (0 


• ». 

% 
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io5 


y 3 + **+<!— < 

équations au moyen desquelles on pourra évaluer y' et z, et 
conséquemment x. De la première on tire 

substituant dans la seconde et réduisant, on obtient cette 
équation du sixième degré qu’on appelle la réduite 


y 6 + qy 


s_PL_ 


27 


= o. 


laquelle ne contenant que deux puissances de l’inconnue dont 
l’une est le double de l’autre , est résoluble à la manière des 
équations du second degré , et donne sur le champ 


sLi_eL 

~ 2 + k 4 + 2 7 ’ 


et extra} r ant la racine cubique 
3 




mais 


x=y + z=y- -S-, 
en mettant pour z sa valeur — et d’ailleurs 




d’où on dédftit 


3 y V 3 V 4 + 2 7 J 
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W-î+t/i+ç+S-i-t/i+Ç' 

expression où l’on voit que le radical quarre qui se trouve sou» 
le radical cubique est pris en plus et en moins, en sorte qu il 
ne peut y avoir aucune ambiguité. Soient a et fc. 1 les deux ra 
cincs cubiques imaginaires de l’unité , et 


4 ‘ 27 

r= VA — — y 

, B 

y ■=. a. V A *• = * V A 


on aura 

y— VA 


y 


a 5 

= V V A x — VVA- 


mais à cause de 

VD~~ 


P 

3 VÂ 

. p 

3%\/1 
P . 

J l 

3u.*\/ A 


. „ , t . . 1 

■ , = 1 d ou - = «.* et — — « , 

rt ti r 


3 y/ A 

les trois racines de la proposée seront exprimées ainsi qu’il 
suit : 

jr = V AJ r V K 

, s * 

x ™ u V A -je V -B * 


x ~ « 4 V A -f- et V B. 


* 


On aurait pu parvenir directement aux résultats que nous 
venons de trouver, en remarquant que les équations (i]ltet (a) 
donnent 
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y + z 3 as — q et y 3 z 3 = — P -, 


ÎO f 


d’où l’on conclut, sur-le-champ , que y et z 3 sont les racines 
d’une équation du second degré dont la première puissance- 
de l’inconnue sera multipliée par q et dont le terme connu 

eera — : cette équation sera donc 

' *7 

p 3 

u* 4- q u — — =o, 

37 

et nommant A et B ses deux racines , on aura 
y — ]/ A, z =■]/ B , 

A et B ayant les mêmes acceptions que ci-dessus. Or on a 

» 3 j 

y= Ÿ-A, y ==tL VA, y~«- % v' -A- 

zzxV'B, z = *1/ B , z— a. % j/ B , 

d’où on croirait pouvoir conclure neuf racines -, mais l’é- 
quation 

y z ~ 3 


dont nous n’avons employé que le cube , limite le nombre 
de ces combinaisons, et il est aisé de voir que les valeurs 

3 

de z qu’on doit combiner par voie d’addition avec \/ A , 
» s 3 3 3 

« |/ A , a? 1 / A sont V B , «.* \/ B , tt ]/ B : d où résultent les 

trois valeurs de x trouvées plus haut. 

# 

37 . On peut aussi parvenir aux formules des racines du qua- 
trième degré , d’une manière moins directe que celle qui a été 
exposée ci - dessus , mais qui , d’un autre côté , a l’avantage 
d’être analogue à celle de Cardan, pour le troisième degré. 
Soit , à cet effet , l’équation 


4 
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x* -f pi’+çr-)-r = o , 

on supposera 

* = y + * + t » 

et on aura d’abord 

x*=(y+z‘ + * 3 ) + »(.y*-r.yi+sO , 
et quarrant de nouveau - 

x*=(y + z* + **)» 

+4(y , -f-* a + t ! ‘) (ys4\y*+ s O+4(.y*4-.y* + z O*; 

d’ailleurs , 

(yz+yt + zty=y*z*+y t t'+z , l : ‘+2yzt(y + z+t') : 

substituant ces valeurs de x , x 2 , x 1 dans la proposée , et ras- 
semblant les termes qui se trouvent multipliés par y + z -f- t, 
ainsi que ceux qui ont pour facteur commun y z -f- yi -f- z£ , on 
aura la transformée 

(y*+z % +n' + p(.y'+z'+n 
+ ^ + + + zt f 

+4(_y*z*+/t» + i*t*)-K 8 yrzt+q) (y + a-H) +r=o. 

Maintenant , à l’imitation de l’hypotbèse qui a réussi dans 
la résolution de l’équation du troisième degré, nous sup- 


poserons , ■# 

8 y z t-\- q ■=. o « . .(1) 

4(y* + z î -f-i s ) -f-ap = o ( 2 ) 

«t il restera l’équation 

(y 2 + a 2 -H i 1 )’ + P (y 2 -f- z*-{- £*) 

+ 4(y 2 z 2 +y 2 t 2 +^t“)+r = o (3) 


Au moyen des équations (1), (2 J et (ô) , on déterminera les 
trois quantités^ , z et t. La seconde donne d’abord 


V 
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y+ s *+t*=-£, 


iog 


cette valeur substituée dans (3) , la change dans la suivante 

.y + J; 

de plus la première étant élevée au quarré , donne 
v* z“ t* = — ; 

•y 64' 

donc , d’après la théorie générale de la formation des équations, 
les quantités v a . 2 “ et £* seront les racines d’une équation du 
troisième degre de la forme 

+ GH) “~r 4 =°. 

de sorte que si l’on désigne par u' , u " et u m les trois racines de 
cette équation qu’on appelle la réduite , on aura 

y = ÿu' , z — yu" ; £ = y h" 

u' , u" et u * n’ayant pas içi identiquement les mêmes valeur» 
qu’au n° 32 , et la valeur de x sgp exprimée par 

J/u' -J- \éu" j/u*. 

Comme ces trois radicaux peuvent être pris chacun avec 
les signes plus et moins , on aurait , en faisant toutes les 
combinaisons possibles, et rejetant celles qui se répètent , huit 
valeurs différentes de x. Mais il faut observer que dans l’ana- 
lyse précédente nous avons employé 


ou le quarré de 


J 64 


y ** = ■ 


<1. 

n 
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il faudra donc que le produit des trois quantités x, y et z, , 
c’est-à-dire, des trois radicaux V u ' , Vu" , Vu", soit de 
signe contraire à celui de la quantité q : d’où il suit , 

i°. Que q étant une quantité négative, on devra prendre lee 
trois radicaux en plus, ou deux en moins et un en plus, ce 
qui ne donne que les quatre combinaison* 

a = -4* V u ' -f- V u " 4" Vu m 
b= 4- Vu' — l /V-Vu." • 
c = — Vu' + j/u"— |/u* 
d= — Vu' — Vu!' -f Vu" 

qui seront conséquemment les quatre racines de la- proposée. 

2 °. Que q étant une quantité positive, il devra se trou- 
ver dans l’expression de x ou trois radicaux négatifs, ou 
un négatif et deux positif , ce qui fournira les quatre com- 
binaisons 

a — — V u ' — V u " — V u " 
b — — V u' 4“ V u " ~h V u " 

c — + Vu! — Vu" + Vu" 

d= + l/V 4- Vu" — Vu"- 

Ces formules sont de mêm^Rrme que celles auxquelles on est 
parvenu. ( n° 3a ) 

38. Euler , conduit par la forme des racines du second et 
du troisième degrés, dans les équations sans -second terme, 
qui sont 

x — V x = V a +V ^ 

conjectura que celles du quatrième et du cinquième degrés , 
enfin du degré n , seraient de la forme 

x— l/a-t- Vb + V c ’> x—Va+ l/6 + t/c+ V^i 
x=v/a+ Vb +V c +î^ d + etc - • 
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le nombre des radicaux étant n — î. Mais les difficultés qu’il 
rencontra dans l'équation du cinquième degré, lui firent mo- 
difier la forme précédente , et adopter la loi suivante, à com- 
mencer du second degré jusqu’au degré n , 

3 3 4 4 4 

x — ayu\ x=ayu-^-b x—ay'u 


n n n n n 

x— a y'u -{- b [/u* + c ; /u? 4- d\/ut -(- ...... 4 -mv u n ~\ 

les quantités a, b , c m étant indéterminées et en 

«ombre n—i. Si l’on suppose 


on aura 


n 

yu=y d’où y" — u = o ( M ) 


x = ay 4- b y* -j- cy 3 4- dy* 4- 4 " my n ~‘ • (IV) 

Si l’on élimine entre ces deux équations, 1 °. l’équation finale 
ne montera qu’au degré n -, 2 °. elle n’aura point de second terme. 
Pour donner un exemple simple de ce procédé d’élimination sur 
lequel on peut consulter l’algèbre de '/fezout, dans la résolution 
des équations des 3' et 4' degrés , posons les deux équations 


y — 1=0 (0 

°r+by + x = 0 (a) 

Pour éliminer -y , je multiplie la- dernière par y, et mettant 
pour y sa valeur déduite de la première, j’ai 

by‘ 4- xy 4-a = o ( 3 ) 

Je multiplie de même celle-ci par y , et remplaçant y 3 par 1 , 
il vient 

x y* -^--a y i = o ( 4 ) 


Des deux équations ( 2 ) et (3) , je déduis , suivant la méthode 
des 'équations du prémier degré à deux inconnues, les valeur* 


* 
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de y' et de y que je substitue dans (4) , et il vient , après les ré- 
ductions , 

x 3 — Z ab x-\- a 3 -{- è 3 = o , 

équation du 3' degré, sans second terme. On voit qu’après 
avoir éliminé y* entre les équations (s) et (3), y ne renfermera 
x qu’à la première puissance , en sorte que dans y* entrera x* 
et la substitution pour y a et pour y dans (4) , donnera un 
polynôme du ù' degré en x : ce raisonnement est facile à géné- 
raliser. 

Reste à faire voir que l’équation finale sera sans second , 
terme. A cet effet, désignons par a, G , y , <f , les quatre ra- 
cines, autres que l’unité, de l'équation 

, - /— 1=0, 

en sorte que , pour l’équation du cinquième degré , les cinq 
expressions 

y — vu 

seront 


y — yu,y=:ctyu,y=:Cyu,y=7V ril >y = ^i / u> 

•t les cinq racines 

% 

5 5 S i * 

x=sa|/a-|-&v/z* a -}-c ]/ u 3 -f- d y ut 


deviendront 

5 * 5 5 

x = a y u -f- b j/u a -f- c yu 3 -f- d y u* 

5 5 < I 

x=aa yu -j- bu 3 y u‘-j- et 3 y u 3 -f-J«c* p u* 
x~aG yu -J- b fry'u* -\-cG 3 y u 3 -f- dC* p u* 

5 5 S 5 

x—ay yu-\~ b j* yu a -t-c% 3 yu 3 d)* y u* 
x = aS‘ y u-\-bS‘ j/u a -f-ci 3 yu 3 -j- dl* yu*. 


Mais en désignant par f, la somme des premières puissances 

des 
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«les racines, on a 

e i == ( i + * + ^ + y *f- J' ) a y/ u 

+ (» + *• + c + y + 

-f ( ! + * 3 + C 3 + Ÿ + S 3 ) C V U* 

+ ( 1 -f- *+ 4 - C-t + y* -f- <f4 ) d p u*. 

Or , pour l’équation 

y 1 — 1 =0, 

comparée avec l’équation (Af) (i m sect. , n 8 3oi ) , on a 

m = 5, A — o, B — o, C = o, D=o, etc. , i , 

d’où l’on conclut et des formules données ( idem. ) 

tS\ — ■ ■ O , 5a ~~ — 0 , 5j — — o , 5^ ■ o , etc. , 

donc , pour l’équation finale , f, = o, c’est-à-dire , que lo 
coefficient du second ternie est nul. 

Qu’on compare maintenant l’équation finale résultante de 
l’élimination de y entre les équations ( M ) et ( N ) avec la 
proposée 

x® + >fx*"* -f- Bx H ~ l -j- ° , 

on obtiendra n — i, équations entre n indéterminées A , B , 

C ^et u : on pourra donc disposer de l’une d’elles, de u, 

par exemple , qu’on pourra faire =» î . Dans cette hypothèse , 
on tombe sur les équations auxiliaires 

y" — i=o, 

x'— ay -f- by* + cy 3 -f- -J- my 

\ _ I , 

qui sont les mêmes que celles employées par Bezout , dans la 
résolution des équations. A cette occasion nous dirons en quoi 
Analyse, H * 


■* 
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consiste la méthode de ce géomètre. L’équation à résoudra 


étant 

x " -f- Ax*~* -f- Bx n ~ 3 -f -f V=o, 

il prend les équations auxiliaires 

y — i = o, 

oy— + &y n_ " + cy " -3 + -f- x = o , 


et, par un procédé d’tlimination absolument analogue à celui 
que nous avons pratiqué plus haut sur un exemple particulier , 
il élimine y , et il est conduit à une équation finale en x • de 
même degré que la proposée et sans second terme , ayant pour 
coefliciens des fonctions différentes des indéterminées a, b , c, 
d, etc. Egalant chacun de ces coefliciens au coefficient de 
mente puissance de x dans la proposée , il obtient un nombre 
suffisant d'équations pour déterminer a , b , c, etc : ces valeurs , 
ainsi que les n racines de l’unité , reportées pour a , b , c , etc. 
et pour y dans 

x = — ( ay n ~‘ -f- by n r* -f. cy *- 3 -j- etc. ) 
donnent toutes les racines x de la proposée. 

Theveneau , auteur de notes très-étendues sur l’algèbre de 
Clairaut, a essayé de parvenir par cette analyse à la réduite du 
cinquième degré 

x 5 -f- p x 3 -f- q x* 4- rx -f- s = o , 
à cet effet , il a employé Tes deux équations auxiliaires 


y — 1 =° (O 

ay* -j- by 1 + cy* + dy + x= o (2), 


et multipliant celle-ci quatre fois de suite par y , et remplaçant 
chaque fois y 5 par sa valeur -J- 1 , il est parvenu aux quatre 
équations 
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by * 4 cy 3 + dy 4 -f xy 4“ a = o (3) 

cy i 4 Jy 3 4- xy“ 4 ay 4 à = o (4) 

Jy^ 4 xy 3 4~ a .y* 4- èy 4- c = o (5) 

xy 4 4 ay 3 4 iy* 4" Çy + ^ = 0 (6) ; 


et après avoir éliminé entre les équations (a) , (3) , (4) et (5) 
y*> y 3 ’ y et V ’ et su bstitué les valeurs dans (6) , il a trouvé , 
après les réductions 

x 5 — 5(a<i4^ c )x 3 4"5( bd* 4" <-*d 4 o a c 4" «£* ) x* 

4 5 (a 3 cf“ 4 — ccf 3 — é 3 <i — a 3 6 — ac 3 — abcd ) x ' 

4c 5 4é 5 4c s 4-c£ 3 45( a 3 ic 3 4 a*b'd 4 b*cd* 4 - ac'd* 
— a?cd — ab 3 c — abd? — bc 3 d) = o ; 

égalant alors le coefficient de x 3 à p , celui de x* à q, de x à r, 
enfin tous les termes sans x à j , on aura quatre équations pour 
déterminer a, b,cetd. Mais, ajoute ce géomètre, la longueur 
des calculs a toujours empêché jusqu’ici de parvenir à la 
réduite. 


CHAPITRE VIII. 

De la décomposition des équations en facteurs 
d’un degré supérieur au premier. 

3g. On a quelquefois besoin de décomposereffectivementune 
équation en facteurs d’un degré supérieur au premier. Nous 
avons prouvé (n°3) la possibilité de cette di composition , 
et nous nous proposons , dans Ce chapitre , de faire connaître les 
divers procédés que l’on peut employer à cet effet. 

Prenons pour premier exemple une équation du quatrième 
degré , délivrée de son second terme , telle que 

x*4p.r*4qx4r= 0 : • 

Il a 
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qu’on se propose de décomposer en facteurs du second degré , 
qui seront de la fomie 

(x* + ax + ù) (x* — ax + c) = o, 

en obsédant qu’on n’a supposé les seconds ternies affectés des 
mêmes coefficiens, pris avec des signes contraires, qu’à l’effet 
d’avoir un produit sans second terme, comparable avec la pro- 
posée. On aura donc l’identité 

x4 -fpx* + qx + r= x* + (M-c— «O ** + a (c - b)x + bc = o, 
d’où résultent les égalités entre les coefficiens 

b+ c — a. t = p-, a(c— b) =<7; ic = r, 


desquelles on déduit 


r 



<7 . 
c-b ‘ 


a* = c -f- b—p. 


Il faut donc, 1°. que , pour chaque couple de diviseurs c et b , la 
différence c — b soit un diviseur de q ou du coefficient de x 
dans la proposée, et que de plus le quotient soit positif ; a°. qu» 
le coefficient de x* , retranché de la somme c -f- b , ait pour ra- 
cine le quotientprécédent. Si l’une de ces conditions manquait, 
la décomposition supposée serait impossible. 

Faisons une application à l’équation • 


x* — 19 x* — îoox — 91=0, 
pour laquelle on a 

p — — 19 , q=—i 00; r= — 91. 
Les diviseurs de 91 sont 


1 . 7. l3 > 9 t: 

en n’a dono»que les quatre combinaisons de diviseur» 
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4 -ï , — 91 ; — I, + 91; + 7 i — l3 i — 7> + « 3 ; 


les deux premières , de quelque manière qu’on les prenne, ne 
peuvent donner un diviseur de q ou de. — 100; quant aux 
deux dernières, à cause de q négatif, il faut prendre 


eu 


c = — 7 avec b — -f- i3 , 
c — — i3 avec b =+ 7. 


En effet, on trouve également 


c — b 


+ 5-, 


mais on doit avoir encore 

b -f- c — p =25, 

condition qui ne peut avoir lieu qu’en supposant 
c = — 7 et b = -f- i3 : 

on a donc pour les deux facteurs du second degré 
i3 = o;x* — 5x — 7 = 0. 

Reprenons les égalités 

/ 

bc = r ; b -f-c=p -f-a*; c— 5 = ^ , 

trouvées précédemment : si l’on ajoute les deux première», 
puis , qu’on retranche l’une de l’autre , il viendra 


(0 cz 


P+ a *+„ P+ a “ 



2 

a 


• C 3 ) : 


multiplions b par c, nous aurons, à cause de &c = r„ 

H 3 
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c p+^y— 3 ^ 

* r== 4 

donc 

P' + ao'p + fl'— ^ = 4 r, 

ou 

a 6 -f-apa* -f- (p* — 4r)a* — q % = o; 
ou , posant a*= a' , ' 

* a' s -f- 2 P a, * + (p“ — 4r) a' — s o. 

Pour l’équation déjà traitée 

ar* — î g x* — îoor — 91 =0, 
on a , par la comparaison , 

P = — 19 ; <? = — 100 ;r = — 91, 
conséquemment , 

a' 3 — 38 a'* -J- 7 a 5 a' — 10000 =0 ; 

mais les diviseurs du dernier terme doivent être des quarrés 
pris négativement; on ne devra donc retenir de 10000 que les 
diviseurs 

— i, — 4 > — 16» — a 5 , — 100, < — 4 oo, — 6 a 5 , — a 5 co, — 10000; 
le diviseur — a 5 , pris en signe contraire, est racine ; donc 
a' = a 5 et a— 5 ; 
des équations (î) et (2) on déduit alors 

f = — 7 i * = + l3 > 

êt on retrouve les mêmes facteurs du second degré. 

Terminons par la recherche des diviseurs comruensurables 
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du troisième degré, et proposons-nous , à cet effet, de trouver 
ceux de l’équation générale du sixième degré 

x 6 -f- px-f -(- qx 3 -f - rx* -f- sx -f- 1 = o 

je suppose maintenant que cette équation provienne des fac- 
teurs 

x 3 -f- ax* -f- bx-j-c ; x 3 — ex* -f- dx-\-f : 

si on les multiplie et qu’on compare les coefficiens des même» 
puissances de x , on trouvera 

(1°) — . b -j- d — a* = p -, (2 0 ). . . .c -\-f -f- ad — ab r= q ; 
( 3 °) af—ctc+bd=r ; ( 4 °) . . .bf+cd = s\ ( 5 °) . . . cf—t 

(i*) donne è -f- d =: a *-f- p ) j b— — *7 

(2») donne b-d=^±lS j ^ j d= fÊ ± S L-S=f± 3 . (r) 
Substituant ces valeurs dans ( 4 *) . >1 vient, après les réductions, 

/+(s-7¥r)*+V-o(*-7l7) <*■ ' 

On cherchera donc , puis on disposera, par ordre, tou» les 
diyiseurs du dernier tenue t de l’équation donnée, et on ne 
prendra pour c et f que ceux dont le produit soit t en nombre 
et en signe. D’ailleurs on doit avoir a nombre entier ; donc 
y-|* ct hnt être, en même temps, diviseur de 2 s et de q ( f—c ). 
Des valeurs de a, c et f , on conclura , au moyen des équa- 
tions (G 0 ) et (7®) , celles de b et d qui doivent être en nombres 
entiers , et enfin on examinera si l’équation ( 3 °) qu’on n’a pas 
employée, est satisfaite. 

Nous appliquerons cette méthode à l’équation * 

y + 6 y + 4 y — 34/ — 59 ^*+ 14^+35=0^ 

en fera évanouir son second terme, en posant 
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ce qui donne une transformée en x \ 

♦ 

x 6 — il x* — iox 3 -f- 22 x* 38 x — 5 = o, 
pour laquelle on a 

p — -ii, q——io, r = 2 a, 5=38, t — — 5 : 

les diviseurs du dernier terme sont 1 et 5 ; donc , parce qu’il 
•est négatif, les facteurs c et f sont — î et -)- 5 ou -f- 1 et — 5 . 
Prenant d’abord — î et -J- 5 , on trouve 

/+ c — 4> 

qui est un diviseur de 2 5 ou de yS , et qui l’est encore de 
q ( f — c) ou de — 6 o. Faisant les substitutions dans ( 8 *),, 
il vient 

a 3 — 3 o a -{- 2i = o 

qui n’a pas de diviseurs commensurables du premier degré. Es-> 
•ayons pour c etyies nombres -f- i et — 5 : on a d’abord 

* /+ c = — 4 » 

diviseur de 25 et de q ( f — c ) : substituant dans ( 8° ) , il* 
vient 

a 3 + 80 + 9 = 0, 

qui donne a = — î ; donc , d’après (6°) et (7 0 ) , 
b = — 8 ete? = — 2. 

Toutes ces valeurs et celle de r, substituées dans ( 3 °) donnent 

0 = 0; 

donc les facteurs binômes sont 

x 3 — x* — 8x + i= o, x* — 2 x — 5 = o. 

Si dans ces facteurs on fait 


r 
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• *=y + 1 , 

On aura, pour les facteurs triples de la proposée, 

/ + ay* — 77—7= o ; y 3 -h 4 y t + 3 7 — 5 = °- 

I ' 

4o. Ces applications sont plus que suffisantes pour donnerune 
idée de cette méthode et des essais infructueux auxquels on 
serait exposé si le terme tout connu avait un grand nombre de 
diviseurs. Nous allons envisager la question sous un autre point 
de vue, en nous bornant cependant à la décomposition d’une 
équation du quatrième degré en ses diviseurs du second 
degré. . 

Reprenons donc l'équation du quatrième degré 

x* + Px 3 -f- Qx* + Æx + 5 = 

et proposons-nous de la décomposer en deux facteurs du se- 
cond degré 

x* + A x + B •=□ o ", x* + A' x + B' — o. 

Les racines de la proposée étant et , G , y , <T, si l’on cherchait 
l’équation dont les racines fussent les sommes des racines 
et, C, y , <f prises deux à deux , on en trouverait une du 
sixième degré, qui servirait à déterminer le coefficient du 
second terme des diviseurs du second degré. En effet , les 
facteurs de la proposée étant x — a, x — f , x — y, x — <T, il y 
a lieu à six diviseurs du second degré , dans chacun desquels 
le coefficient du second terme est la somme de deux des 
racines de la proposée-, ainsi l’équation d’où dépend A , par 
exemple, doit être du sixième degré. Mais, dans cette équa- 
tion finale, le coefficient du second terme étant la somme 
des valeurs de A , prises en signes contraires, vaudra 

3 et + 3 G + 3 y +■ o <f — — o P , 
et on le fera disparaître en posant 


Dlgilized by Google 


J 22 


ANALYSE 


^=^ + -6 d°u.y = ^— -, 

en sorte que le* racines de l’équation finale seront, en mettant 
pour A toutes ses valeurs, 

r =-(.+«)+2t£l2±f = (1) 

J , = _ ( « +>)+ î±£±ï±f= ï±t^=2 
j=-C« + r )+ ï±'±r±?= (3) 

^=-(c + ,)+ifcî±2±f = it£=£=> ( 4) 

^-(C+4)+l±i t 2 ±f = ..... (5) 

y=- ly +t) + ^±t>±* = .+^-f (6) 

«jiii sont égales deux à deux et de signes contraires , ainsi que le 
montrent (î) et (S), (a) et (5), (3) et (4); par conséquent 
l’équation en y ne renfermera aucune puissance impaire de y, 
et elle pourra se réduire à une équation du troisième degré, 
en z , en posant y 1 = z. 

Le produit des facteurs correspondons aux six racines de 
l’équation en y, sera 

[/-c-^y] Lr-(^n 

faisant^* = z , et posant pour équation finale , 
z 3 — L z* -f- Mz — iV= o , 
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• Or, dans l’hypothèse de P = o, pour abréger les calculs, 
en a 


( et-f-6 — 7'“'!') (x-hy — S — <f) («t+tT — C— î ) 

= a( 4 c 1 +e 3 -f-> 3 +X 3 )-f-a(a£y + ae<r+<ty<f + C>/) ‘ 
— («+e + y + J')(“* + C a +3 , + <f*) = 8/1; 

les autres coefficiens L, M, sont aussi des fonctions invariables de 
a , G , y , <T, qui peuvent par conséquent s’exprimer au moyen 
des coefficiens Ç , R et S de l’équation donnée, et l’on trouve 
par un calcul qui n’a de difficulté qu’un peu de longueur. 


i 


d’ailleurs 


L— — O.Q 

M — Ç* — 45 
N — R*; 


donc l’équation finale est 


« 


z 3 + 2 Çs*+( Q*— 45) Z— iî*=o ( 7 ) ; 

fct comme son dernier terme est essentiellement négatif, elle 
aura, au moins, deux racines réelles, l’une positive et l’autre 
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négative ( i"'sect. n°. 289). 


Reprenons maintenant l’équatîoit 


x* -f- Çx* -f- Rx 4- È = o , 
pour laquelle les facteurs du second degré deviennent 


x* 4 - B = o ; x* — *Ax 4- B' — o , 

on trouvera , après les avoir multipliés l’un par l’autre , et com- 
paré leur produit avec la proposée , 

2 A B 

donc on aura nécessairement une valeur réelle pour B et une 
pour B' . Ainsi les deux facteurs précédens seront réels. 

/ * 

Dans le cas de 

R — o, 

on a 

V „ o 

z~ A = o et B z= - , 
o 

la valeur de B est donc indéterminée. Pour voir ce qui se passe 
ici , reprenons l’équation du quatrième degré et les facteur* 
du second , qui, dans l’hypothèse actuelle , se réduisent à 


x* 4- Qx* + S = o 
x* 4- B = o ; x* 4~ = 0 > 

* 

1 ; 

»on a donc pour résultats des comparaisons 
B 4- B' = Q; B B’ = S ; 

en sorte que la valeur de B sera donnée par la résolution d’une 
équation du second degré dont l’une des racines sera prise 
pour B et l’autre pour B' . Ainsi la valeur de B , déduite de 
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B __ A’ Q + A'ï—R 
2 A 

ne devenait ? pour />=o , d’où résultait A— o , que parce que 

l’expression de B étant rationnelle, n’était pas propre à donner 
deux valeurs de B , et cependant on ne devait pas plutôt obtenir 
l’une que l'autre. * 

L’équation du second degré qui donne les deux valeurs de 
B , est 

B*—QB+S = o , 
de laquelle on déduit 

+ — B' -y o — ■>; 

donc les facteurs doubles de 

x* + Qx* + 5 = 0 , m 

seront 

Dans le cas de 5 positive et ^ Q % , si l’on pose 

on trouvera les quatre facteurs du premier degré 

x + \/ —J— g y — î i+l/ — f+ g V — > 

x — V — f — g v — i * — \/—f-\-gv-~ i; 

si l’on multiplie entre eux ceux de la première ligne, et l’un par 
l’autre ceux de la seconde , on trouvera d’abord 

V —f~gv — 1 + v'—j+gy — 1 } *+V/‘ -b F 
**— i V'—J—gy — 1 + V—f-'rg, — n x-rV r + Ô% 
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qui , d'après ( n°. a ) , se transforment dans les suivana 

x* -{- x \/~ af -f- a Vp+ ë > + VTTi 

x'—x^— a f+ a l//“+g* + Vf' + g* 

qui sont réels , tandis queles facteurs (8, et (9) sont imaginaires, 
ce qui vient de ce qu’on a ^es combinés d une manière diffé- 
rente. 

Il est maintenant très-facile de comprendre qu’on ne gagne- 
rait rien à décomposer l’équation du troisième degré 

x 3 Çi+fî = o, 

dans les facteurs 

x* -f- A x -f- B et x A' -, 

* 

ear pour la détermination de A' on serait conduit à une équa- 
tion du troisième degré, qui serait 

—A 3 -j-PA : ‘—QA+R—o ou A 3 —PA*+QA—R=zo, 

puisque de x -f- A' — o en déduit x — — A' : conséquence 
qui devient plu* évidente encore, si l’on considère que A' doit 
être l’une quelconque des racines de la proposée. Quant au 
coefficient A , comme il est la somme de deux quelconques des 
racines de la proposée , on aura pour l’évaluer une équation dont 
les racines seront 

— («t-f-S); — C ^ -4- > ) ; — (£-+•>') 

équation qui s’élèvera conséquemment au troisième degré. Le 
coefficient B sera encore donné par une équation du troisième 
degré ayant pour racines les produits deux à deux a. C , « 3- , . 

En sorte que quelque soit celui de ces coefficiens qu’on veuille 
évaluer, pour en conclure les deux autres, on parvient toujours 
à une équation de méqte degré que la proposée. 
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CHAPITRE IX. 

* « 

De V extraction des Racines des quantités en 
partie commensurables et en partie incom- 
mensurables. 

4i. Les équations de la forme 

^ x*" px* ~h 9 — 0 

qui se résolvent par les méthodes du second degré , conduisent 
souvent à l’extraction de racines de quantités en partie com- 
mensurables et en partie incommensurables. Leur solution géné- 
rale est contenue , ainsi que nous l’avons fait voir (i' K sect., 
n°. 258 ), dans cette formule 

± l/ (Ç-») } •- CÆ ° 

Il importe donc que cette expression soit réduite , lorsque 
cela est possible. Nous avons reconnu (n°. 33) la nécessité 
d’une telle réduction dans l’examen des racines des équations 
des degrés supérieurs. 

43. Considérons d’abord l’expression l/ a -f- 1 / b, et cher- 
chons ce que doivent être a et b pour qu’on ait 

I é o. -{- b = 1 / j4 — {- |/ B ; / 

élevant au quarré de part et d’autre , il vient 

s + i/i = ^+fi+ 2 yiB; 

faisant deux équations , l’une entre les termes commensu- 
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râbles , l’autre entre les termes incommensurables , on trouvera 

a = A + b ; (/ ù =: a [/A B ; 

quarrant chacune d’elles et retranchant le second résultat du 
premier , on obtiendra 

a* — b — A* — a AB -f- B*, d’où \/ a* — b~A — B. 

Dps équations 

A + B =za , A— B=]/ a* ~b 

on déduit 

i = ia + ; \/a‘ — b ; B = a — i s/^^b. 

Les quantités A et B ne peuvent donc être rationnelles 
qu’autant que la quantité a* — b est un quarré parfait. 

Si l’on compare l’expression ( M ) avec [/a -j- b , on 
trouvera qu’elleest décomposable en deuxradicaux j /A -\-\/ li, 
dans le cas de 

n = a et q = m* ; 
en effet , on a pour cet exemple 

H 3 

a — — \p ,b-=.!j q , donc a* — b = -f q = m*, 

4 

et conséquemment 

x =; + \/ — i P ■+■ m. ± \/ — j p — m. 

Lorsqu’au lieu de [/ a -f- y~b , on a \/ a — j/ù,il faut 
poser 

\/ a y b =• J /A — ÿB. 

En opérant comme ci-dessus, on parvient à la même condi- 
tion , et on trouve pour A et B les mêmes valeurs. 

Pour 
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Poar faire une première application de cette méthode , 
reprenons les formules trigonométriques 

sin j a = y' { ï Zî* — R \/ Zi* — sih a a j 
cos à — J/ f j 7 Î* — 7 R \/ R‘ — sii i a a } . 

Comparant la première avec \/ a -y {/ b , on aura 
a — ; R a , b = R* — j R 1 sin % a ; 

la quantité 

o* — b — ~ /f“ sin *a 

est un quarrré parfait ; conséquemment on a 

sin ; a — z l/ + /î sina | — j ]/ J R * — 7 î sin a f . 

On trouverait de la même manière 

cos ja = ji/{/î* + ^ s ' na î + ï V a — /î sin c } 

A •» 

transformées données par Legendre dans sa Trigonométrie.. 

Qu’on cherche la racine quarrée de s-f-VS , on a pour ce 
cas, 

a — a , b — 3 , ensorte que [/ a -j- y 3 = y | + y j.- 

Qu’il s’agisse de trouver la racine quarrée de 1 1 -f- 6 j/ a , 
on a 

o~i 1, b— z.o S, donc l/ 1 1 -}-6 j/ 2 = ^(J -f- V* = 3 -f- V 2 - 

Cette règle a encore lieu lorsque lé binôme renferme des 
* quantités imaginaires. Soit , pour exemple , l’expression 
|/ 1 + 4 y — 3 : où a 

a =s 1 , 1/6 — 41/ — 3 ) d’où b — — 48 et a * — 1 = 4 $, 

< . -s 

consequemment 

Anu/yse. I 
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l/i-+-4 y —a = 1/4+ V /__ 3—2+1/ 3. 

Soit encore (/ - + + - 011 trou ' e en comparant 

a 1 j y/b = ; y/ — 3 et i = — ï î donc a' — b=ï 1 , 

et conséquemment 

+ = r + ï ✓=* 

Supposons , en dernier lieu , qu'on ait à extraire la racine 
quarrée de 2 / — 1 : on a ici 

a~ Q ,Vb = z p/ — 1 , et Z> = — 4 ; donc a *- b = 4 , 

d’où résulte 

y/2 /— t = 1/ 1 + l/— 1 = 1 + 1/ — 1 > 

dont le quarré est effectivement — 1. On trouvera dans 
l’Algèbre d 'Euler , grand nombre d'applications qu il sera bon 
de répéter. 

» On aurait pu supposer 

{/ a + l/ b = A + V & > 

d’où résulte 

a j/ & = A % + B + 2 A ]/ B , 
d ° nC a = * + B,}/b=*Av''B- 

Faisant le quarré de chaque équation, et retranchant le second 
résultat du premier , il Vient 

c » b — A* — 2 +* Æ + -#* = ( 

donc * 

ji __ $ — [/a x — b — c et B =A\— c. 
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Substituant cette. valeur de B dans celle de a , on aat { * 

• V -* • 


c -f- a 


et A ; 


K 2 


w • » ~ * — 

Le nombre B sera donc rationnel , lorsque a* h 
■quarre parfait , et alors le nombre 4 sera rl • 6 ^ U “ 

dical du second degré. " ° nne P 31 ua ra- 

43- Passons maintenant à l’extrarh'nn i„ 
des quantités de la forme a -U y b et ch cubi q u e 

«on, q „i doivent être tt”' “ ndi - 

“ 1, °“ ible ' °“ * •»'« S»'»! ne peut 10“““™ 

1/ u -f (/ A;- _jl. ^ f 

parce que le cube de 1 / y o 

tenue, inationne], , U Lbrî à « JS777 ** 

rabl» ainsi l’a s„ pposé . ' P " 

Cette contradiction c«*c d’avoir ]i.„ l„„ qilon 

3 . 

Ÿ a ~t V b = A -f. -j /B t 

. , ’ ' • * J .. t • • • ' 

ou, plus generalement, 

3 ( » . " ‘ • 

a i/ a + ~ (A + 1/B ) Z, 

Z étant une indéterminée. Élevant au cube , il viendra 
a+i/i = = z f(^3_i_ 3 ^, y b + $AB + B\/B) t 

ensorte que 

a = 2 3 (A' + 3ABy, \Zb-.= z*(3A' + B) y B. 

Il faut de ces deux équations déduire A et B ■ et la f 
3°f> à la racine cobi q „e nanrd lieu “ • * ^7 

”** P °” A « P°” **• nombre, r.tionn,],. 

I a * 


h 

/ 


« 
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et l’autre équation au quarré , puis retranchant la seconde de 
la première, où aura 

a% — h -as-ZA^ B + 3 A',B* — B 3 = (A* - B) 3 , 

z 6 

et posant z s = C , puis extrayant la racine cubique*de par^ 
et d’autre , il vient 

A' — B — 

Choisissons C d’après la condition que (a* — b) C soit u* 
cube parfait , et posons 

✓ («• — é) C’ _ . 

zr '• 

nous aurons 

A* — B = c , d’où B ■=: A* — c. • 

Substituant pour B cette valeur dans celle de a , on trouvera 
/{CA 3 — 3c CA — a = o. 

Pour que A et B soient des nombres rationnels , il faut 
que la dernière équation ait une racine commensurable. On 
prend C — i , lorsque a* — b est un cube parfait. 

Soit la quantité 5a + 3o l/3 , dont on propose d’extraite 
la racine cubique : on a, par la comparaison, 

a = 5a , y/b — 3o l/3 -, a* — b = 4 
A % — B—^j V4C. 

Dans cet exemple , pour rendre ^C un cube parfait , il faut 
prendre C = 2 : on trouve ensuite 

j* - B = i , et 8 A 3 - S A - 5a s= o. 

Pour préparer cettg équation , ou» fera z A = y , d’où 



|/(a“ — é) C 
C 
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y 3 — 3 y t- 5 a ~ o. 
pour racine 


d’où 


y = 4 , donc A — a , B — 3 , 

J j 

V'5a-)-3o|/3 = (s+V // 3)^/a. 


i33 


Soit, en second lieu, l’expression — 10+9 ]/— 3 dont on 
ait à extraire la racine cubique. Pour ce cas 

a — — 10; y l> — ^ y/ — 3 ; a* — b — 343 \ 

A * — 5 = \/ 343 ; donc C = 1 et c = 7 , 


parce que 343 = (7) 3 . L’équation en A devient 
4 A 3 — 21 A -J- 10 = 0. 

Les trois ratifies de cette équation sont 
A = 2, A — i , A =. -r \ donc B = — 3 , B— — ~,B = — 

d’ou l’on déduirait les trois racines cubiques cherchées. 

44 - En général , la racine du degré n de l’expression a-\~yb, 
doit être supposée de la forme A t/ if : 1®. parce que ce 
résultat élevé à la puissance n , est comparable avec a-yy/b ; 
2®. parce qu’il résultera dé cette comparaison deux équations , 
l’une entre les termes rationnels , et l’autre entre les termes 
incommensurables , desquelles on déduit les valeurs des indé- 
terminées A et B , qui doivent être rationnelles lorsque l’extrac- 
tion est possible. On introduit dans cette analyse une arbi- 
traire C , qu’on détermine de manière que B ne devienne 
commensurable ou incommensurable que par A , ainsi qu’on 
le remarque dans la racine' précédente. Soit donc à extraire 
la racine n de n+V/6, n étant d’abord wn nombre impair : on 
posera • .£ 

I 3 


( 
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\/ a + y b — ( A ÿ B) ÿ C , 

ensorte qu’élevant de part et d’autre à la puissance n , et 
faisant deux équations , l'une entre les termes rationnels , et 
l’autre entre les termes incommensurables , on aurâ 


,, 1 , n.n — i . n.n — i.n — a .n — 5 . , __ . ) 

»= c \ A +~rr A *■* TX34 — «te.}- 

Vi=cS ? A— |/Æ+ ” : 


De là il est facile de conclure 


a = i C{ ( A + VDy + {A - V/ B )• } 

y/b = ïC{ ( A + i/£) n — (A — i/ B)* }. 

En imitant ce qui a été fait précédemment , on retran- 
chera le qnarré de la seconde équation de celui de la pre- 
mière , ce qui donnera 

a 1 — b = \C'\ (A+ + a(^*— By 

-f {A— (A By n B) n — {A— 

et réduisant , on trouvera 

n 

a % — b — C* { A‘ — B )" , d’où A 1 — B ~ Xs' 

i ■ • K ** f ■ 

Il faudra d’abord prendre C de manière que 

devienne une puissance exacte du degré n , que nous dési- 
gnerons par c , ensorte que 

B = A* — c. . . . (3). 

Substituant cette valeur pour B dans ( î ) , on aura une 
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équation du degré n en A , qui devra comporter de* racines 
commensurables , pour que B et A soient des nombres com- 
mensurables. • 

Supposons qu’on ait à extraire la racine cubique de -3+ — 1/*-3 : 
on aura 

. — b _ 343 _ f 

n — 3, a — — 3; b— ; £* a^C* 3 3 * 

en posant C — 1 : donc 

A * — B — 7 , d’où B — A* — | ; 

ensorte que l’équation ( 1 ) , en y faisant n=3 et rempla- 
çant B par sa valeur ci-dessus , donne la suivante 

\A* — T A -f- 3 = o 

qui a pour racines ~ , -f- 1 , — 4 : les valeurs de B seront 
donc — 44 >. — -ji — et le binôme proposé aura les trois 
racines cubiques 

i-i[/=3- 1+ ^-=rE--Ll^ v /—3. 

Dans l’hypothèse de n nombre pair, ou de la forme an, 
on pourra poser 


V a+ vb ~ ( V 4 + V B \ VÇ> 

parce qu’eri élevant de* part et d’autre à la puissance an , 
il ne restera dans le second membre" que le radical [/AB : 
on trouvera 

an ( an — 1 ) B 


a = C j 


A" -f- 


anÇnn-rKnn-aXan-S) ? _ 

T 1.9. 3. 4 ) 


( 4 )- 


On devra donc avoir 


1 4 
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et il sera toujours possible d’assigner pour C un nombre tel 
que la différence A — B soit rationnelle. 

La racine quatrième du binôme 14 *+- 8 y 3 donne 

V 

n=a, a = i 4 , b = 192, d’où a * — b=4- 
Qu’on pose C — \, on aura 


A — B —]/ 1 G = a , d’où B ■=. A — a , 
et l’équation ( 4 ) deviendra 


A % — 2 A — Z — o; 


on en déduit A=Z ,A = — 1 et , pour les valeurs corres- 
pondantes B — 1 , B—— 3 . Le système de valeurs A — 3 et 
B — 1 donne 


# 

V y+syz 


1/5-4- 1 


Au reste ,,on peut toujours , pour n nombre pair ou impair , 
se servir de la formule ( 1 ) pour la détermination de A , 
et dans le cas de n pair , comme il arrive dans l’exemple 
^ci-dessus , on trouverait une équatiofc du quatrième degré , 
réductible à une équation d’ùù degré moitié moindre. 




» 
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CHAPITRE X. 

De l' évanouissement des radicaux dans les 
équations. 

45 . L’évanouissement des radicaux dans les équations qui 
en contiennent , 11e présente quelques difficultés que lorsque le* 
radicaux entrent dans plusieurs termes. Voici la règle à suivre 
dans ce cas, pour ramener l’équation à une forme toute ration- 
nelle. * 

46. Remplacez chaque radical par une lettre, ce qui donnera 
une équation sans radicaux , et d'ailleurs autant d’équations 
que de radicaux : élever, chacune de celles-ci ci une puissance 
égale à l’indice du radical qu’elle contient ; puis éliminant 
entre toutes ces équations les lettres t qui représentent les radi- 
caux , il viendra une équation finale qui sera celle qu’on cherche. 

Eclaircissons cette règle par quelques exemples. Soit d’abord 
l’équation 

x* — [/ ax -f- 1/ b x ' J = m , 

posons 

{/ a x —y ; [/bx” = z, 
hypothèses qui réduisent la proposée à 
* X* — _y -f - z =zm, 

d’où on déduit 

y — x* z — m ; • 

élevant au tjuarré de part et d’autre, remplaçant^* par sa 
valeur ax , et faisant 

A = ( x* — m y — ax ; B =ax’ — m , 

•n aura la transformée 
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z> + Bz + A=:o .... (.); 

5 

mais l’équation z ■= y/ b x* élevée au cube , donne 
a 3 — b x a ” o , 

et la précédente multipliée par z, devient 
a 3 -f- Bz* -}- = o ; 

retranchant la première de la seconde , la différence est 
B z 1 -J- ^z -f- har*= o fa) 

multipliant (1) par B , et du produit retranchant (3) on trouve I 


d’où 


(B* — A)z + BA — bx* = o, 


3 _ (b.x* — BA 3 __ 

~ {B*— A f ’ 


et faisant disparaître le dénominateur, on parvient à 




bjc*(B*—A) 3 =z(bx'—BAy. 

Après avoir remplacé B et A par leurs valeurs, fonctions ra- 
tionnelles de x; on trouvera une équation du dix-huitième 
degré. 

Soit, en second lieu, 

A * • 

\/ ax — \/ a * — ax = aa -f- v/ etc 1 . . . . (1 ) 


pour*en faire disparaître les radicaux , posons 

s ___ * 

t — V' ax ; v = \/ a“ — ax, y = y' ax * .... (2) 

substitutions qui transformeraient la proposée dans la sui- 
vante 

t — v = a a-^-y: 
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c’est de cette équation qu’il faut successivement éliminer 
t, v et pour n’avoir plus qu’une équation rationnelle cnx. Eli*, 
donne d’abord 


y — t — v — a a, ou_y =t — r 
r = v -f- a a ; 


en faisant 
donc 

y 3 ou ax*z=t 3 — 3t a r + 3tr* — r 3 ..... (3) 

et puisque t= y/ ax : , on a 

V * 

l a = ax-, t 3 — tax ; 

substituant pour f et t 3 leurs valeurs dans (3) , cette équation 

devient \ 

% 

ax* = atx ■ — 3arx-j-3tr a — r 3 (4) 

d’ailleurs , 

r“ ~ v* -f- ^av -f- 4a' = 5a 4 -f- 4 av — ax ; 
en mettant pour v 4 sa valeur a' — ax, donc 

r 

— r 3 — — v 3 — 6 av' — ra a'v — 8 a*, 

et remplaçant v* par a 4 — ax et v 3 par ifv — avx , on trouve , 
après les réductions, , 

— r 3 — — 1 4 a 3 — i3 a'v -f- avx -f- S a a x. 

Substituant maintenant dans (4) pour — r, -j-r 4 et — r 3 leurs 
valeurs, elle deviendra 

ax 4 = atx -f- 3cx ( — v — »3a) -f-at ( 5 a 4 -}- 4 av — ax) 

+ ( — 1 4a 3 — i3a'v -f- avx -f- $a‘x). 

Faisant les multiplications indiquées, transposant dans le pre-^^ 
mier. membre les termes affectés det,et dégageant t , on 
aura 
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ï4° 

ax* -f - î^c 1 -J- 1 3c 1 !' 4- 2 avx 
1 5 a* — 2ar -f- i a av 

_ x»-f- i4 + i3 av + 2 va: 

• i5 a — ai-j-i 2 v 

Elevant tout au quarré , il vient 

Çx % + i4a*4- i3av4-2i 


t* ou ox 


i5a-— ax 4. 


:a v 


0 ‘ 


Après avoir développé le quarré , fait évanouir le Sénominatenr, 
substitué pour v* sa valeur a* — ax , opéré toutes les réductions, 
et transporté dans le premier membre tous les ternies affectés 
de v, on aura , en dégageant p ; élevant ensuite 1«S deux mem- 
bres au quarré et remplaçant v par sa valeur a* — ax 

t /x* — 8 ax 3 4* 1 84 a* x* — 486a 3 x4-365a‘K*_ 

° 01 \ — 4x* — 74ax J *4'3o 4a“x — 36'4a 3 / ’ 


faisant les opérations indiquées , et ordonnant le résultat par ■ 
rapport aux puissances de x , on trouve enfin 

x* 4* 1008 a*x £ — 1464 a’x 5 — 2762 a*x* 4- 368o aïx 3 
• 4 -2 9 1 6a 6 x 1 — 97a à’x 4 - 7^9 a 8 — o. 


47. On peut encore se proposer cette question : trouver l’é- 
quation qui a donné pour l’une de sesTacines 

x = y A + y B. 


Ce problème admet, plusieurs solutions. On peut d’abord com- 

3 3 

biner y A et y B avec les trois racines cubiques de l’unité , 
ainsi qu’on l’a vu (n”3i ), ce qui fournit les neuf combi- 
* naisons , • 


3 3 33 3 3 

x — y A — y B ; x — et y A — y B -, x — y A — a y B -, 

3 3 3 3 1 3 

*r — a y A — et y B\x — et y' A — a’ y B ; x — ** y A — a y B ; 

x—a yA—j^yB ; x — a y A — y b, x — y a— a y b. 


/ . • 

: • ■ / 
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Si l’on multiplie ces facteurs entre eux ,.et qu’on tienne compte 
de ces relations entre les racines cubiques de l’unité (n° 3i) 

1 = O , a + *“ + = — 1 * 

il ne restera dans le produit aucun terme irrationnel. 

On peut encore poser 

t = Ÿ A et u 3 — V B » 

d’où résultent 

t 3 — A — o , u 3 r— B = o , 
et consécjuemment 

x — t — u = o. 

3 3 3 

Si pour t on écrit ses trois valeurs \/ A , a \/ A , a y A , 
on aura à multiplier les trois facteurs 

{ (x— u) — VA } { (X— u) —<t]/A) f (X— u) — VA 

• # # . % 

or les coefficiens des second , troisième et quatrième termes , 

étant 

1 rt + et 1 = O, et -f- a 1 + <* S = O J * 3 = 1 , 

I 

le produit se réduira à 

( x — u) 3 — A — o. 

3 3 » 

Écrivait pour u ses trois valeurs y B, a. \/B , “* V B, ce pro- 
duit donnera lieu aux trois autres facteurs 

(x — y B) 3 — A, £x — «.ÿ B~) — A\ {x — ^yB)—A. 

Faisant ce produit, et réduisant d’après les relations précé-- 
# demment établies entre 1 , <* et ** , on retombera sur le ré- 
sultat trouvé par le procédé ci-dessu*. 
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Enfin , la manière la plus simple de résoudre la question 
énoncée, consiste à faire disparaître les radicaux cubiques par 
des puissances cubiques successives. On aura d’abord. 

x 3 = A + 3 VA‘B -f 3 V AB* + B. 

Transposant dans le premier membre les termes sansradioaux, 
on trouvera m 

a? — A— B— 3 \ZA*B + 3 V / AB*. 

= 3 VA B { y A -f VB } ; 

donc 

3 ? — A — B — 3 jc VA B. 

\ ' 

Elevant au cube de part et d’autre , l’irrationnalité dispa- 
raîtra, et on parviendra à l’équation cherchée. 

( r 3 — ( A -f B) ) 3 = 27 ABx 3 ; 

laquelle est du neuvième degré , ainsi que la première solu- 
tion le démontrait à priori. Cette équation est réductible au 
troisième degré , par l’hypothèse 


CHAPITRE XI. 

De V abaissement des équations. 

48- No U s terminerons ce qui regarde la résolution des 
équations polynômes par l’examen des cas où elles peuvent 
s abaisser , c’est-à-dire , ttre réduites à un degré inferieur à 
celui sous lequel elles se présentent. Cft abaissement a lieu, 
lorsqu’il existe une relation particulière entre les racines. 
Prenons , pour exemple , l’équation générale •*? 

-f px m -' -f- qx ™- 3 +... -f- s = o 
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dont les racines soient a, b, c , etc. et supposons qu’on sache 
■qu’il existe entre deux ou trois de ces racines , la relation 
exprimée par 

ta -f- kb l, ou ha -f- ib -f- kc = l , etc. 

h, i, k, l, etc. étant des nombres donnés. Dans le premier cas, 
on aura d’abord 

a m -f-pa m ~‘ -\-qa m ~ i -j- -f s=o. . . (i) 

b m +pb m ~‘-\-qb m -»+ +r=o... (2) 

Mais si de la dernière on élimine b au moyen de la relation 

ia + kb = l, 

l’équation résultante , ou l’équation finale qui ne renfermera 
plus que c , devra nécessairement s’accorder avec (î)dMcomme 
elles co .portent une même racine a, elles auront uTOmmun 
divise . qui fera connaitre la racine a. 

c>i l’on avait i — k , il est clair que l’équation de relation ci- 
dessus se changerait en 

i(a + b) = l, 

fonction qui demeure la même en changeant a en b , et ré- 
ciproquement : d’où il suit qu’éliminant a de la première , 
on b de la seconde , l'équation finale reste de même forme ; 
donc le diviseur commun qui doit donner l’une des racines 
o ou i, donnera l’autre en même temps, et partant il montera 
au second degré. 

Lorsque la relation entre les racines, est exprimée par 
ha -f- ib -f- kc = / , 
on prend le^systèine des trois équations 

a m -f- pa m ~' + qa m ~ 2 -f- . ... (1) 

b m -)- pb m ~' -f- qb m ~* -j- -f- s = o (2) 

• c m -j- pc m ~‘ + qc m ~ a -f- -f- i = 0 ( 3 ) 

■* 


V 
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et élinÿnant, an moyen des deux dernières, b et c de la rela- 
tion précédente , on parvient à une équation linale en a , ayant 
nécessairement avec ( 1 ) un diviseur commun qui donne la 
racine a. Éliminant au moyen de (1 ) et (3) a et-o-de la re- 
lation proposée , et cherchant entre l'éqnation finale et ( a ) 
le plus gffand commun diviseur , on aurait par sa résolution 
la seconde racine b. On trouverait semblablement la troisième 
racine c. 

Dans le cas de h = i, la relation donnée deviendrait 
h [ci "l" b ) -f- kc = Z, 

ensorte que changeant* a en b et réciproquement, cette rela- 
tion ne change pas ; donc le diviseur commun doit donner le* 
racines a et b . Si de plus h s= k , alors la relation devient 

jjp k (cz + b + c) —l, 

et le diviseur commun s’élève au troisième degré-, et donne 
les trois racines a, b et b , puisque toutes ces racines jouent 
exactement le même rôle dans l’équation de relation. 

Observons cependant que si l’on donnait entre les m racine* 
une relation indiquée par 

k (a -I - b -f- c -j- etc. ) = l , 

elle ne pourrait servir à faire connaître l’une d’entre elles, 
puisque l’on a entre la somme de toutes les racines et le coeffi- 
cient p , l’équation 

* r— ^ 

a b - f- c -f- etc. = — p , 

d’où résulterait * ' 

k(a-f-b-f-c-f- etc. ) = — kp , ou k — k. 

Il eh serait de même de la somme des produits d&x à deux , 
trois à trths, etc. des racines. 

4q. Les cas qui se présentent le plus communément et que nous 
distinguerons, sont les suivan* . i°. lorsque plusieurs racines sont 
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égales , mais de signes contraires ; 2°. lorsqu’elles sont absôlu- 
ment égales; 3 *. lorsqu’elles sont réciproques ^ c’est-à-dirc , 
que, prises deux à deux, l’une est; exprimée par a, et l’autre 

par Le second cas a été traité ( 1" sect. ch. XXV ) et le 
a 

troisième sera examiné dans le chapitre suivant. 

Prenons donc , pour premier exemple du premier cas , - 

x 3 4 pjc* — (p 4 — 2pq -f q 4 ) x — p 3 4- a p 4 q -pq*~ Q - } 

• 

et supposons que l’on sache d’avance que , parmi les trois ra- 
cines de cette équation , il y en a deux qui sont égales , mais 
de signes contraires. Si nous appelions a et b ces deux racines, 
nous déduirons d’abord de la proposée les deux suivantes : 

a 3 4- pa* — (p 1 — a pq 4 <f" ) a — p? + 2p a q — pq 4 = o 
b 3 -\-pb* — (p 4 — apq + q 4 ) b — p 3 -j- ap 4 q — pq‘ — o ; 

mais à cause de 

a — —b, 

la dernière se change en v 

'■ ( 

— â 3 -f- pa 4 4- (p 4 — apq 4-q 4 ) a — p 3 4 ap 4 q — pq 4 =0. 

Si r on cherche le commun diviseur de ces deux équations 
en a , on trouvera qu’il est 

a 4 — p* 4 a P 9 — < 7 ° : 

on a donc 

0= ± (p — q ) ; donc b = — a = qr(p — q). 

Donc les deux racines cherchées , 6ont p — q et q — • p. Or» 
aurait pu , dans cet exemple , arriver aux valeurs ci-dessus , 
sans passer par le commun diviseur. En effet , si l’on ajoute 
les deux équations en a 3 , on trouve pour somme 
Analyse. K. 
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> Q.pa % — ap 3 -f- 4p“q — apq 1 = o , 

ou ap (a* — p 4 4-apq — q 4 ) = o; 

ou , parce que ip n’est pas . zéro , 

e* — p 1 + apq — q* = o , 

la même que ci-dessus. • 

On vient de voir que l’équation âu diviseur commun , était 
du second degré , et cela devait résulter de la relation 

a — — b , 

qui donnant a -j- è = o, 

demeure la même en y échangeant a en b, et réciproque- 
ment. On aurait donc pu résoudre le problème de la manière 
suivante : le facteur qui renferme les deux racines a et b , 
doit être 

x 4 — (a-)-i)x + « 4 ; 

mais à cause de 

— ». 

il devient x 4 — a*. 

• 

Il faut donc que l'équation proposée soit divisible par cfe 
facteur, et par conséquent, que le reste soit égal à zéro. Or 
si l’on pousse la division par ce facteur , aussi loin que pos- 
sible , on trouve pour reste , égal à zéro , 

( a a — p 4 + apq — cf) x -f- pa 4 — p 3 + ap'q — pq 4 — o. 

Mais ce reste doit être nul , indépendamment de toute valeur 
de x, ou pcrur deux valeurs dex ; il faut donc qu’on ait 

a % — p“ 4 - spq — 9“ — o ; pa 4 — p 3 4- a p 4 q — pq 4 = o ; 

équations qui s’accordent à donner 
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a'^lp — q)\ 

u ou résulté 

x 3 — a 2 = x a — ( p — q Y , ou x =.=t ( p — q) 
comme ci-dessus. De plus , si l’on observe que 

(a 2 — p‘-f- 2pç — q*) x + pa* — p 3 -f- üp'q — p q*~ Qi 

# ' * • f * » 

• \ \ 
revient a 

(* + p) O*— ■ (/> —< 7)“) — o, 

T 

on aura tout de suite 

/ ^ 
x = p— q\ k=± — (p — q) •> x = — p 

pour les trois racines de l’équation proposée. 

• Proposons-nous encore , pour second exemple du même 
cas , l’équation numérique 

x 8 — 4x* — iox 3 -f- 4°x* -f gx — 36 = o, 

et supposons qu’on sache qu’entre les cinq racines a, b, c , d ete, 
existent les deux relations 

a — — b ; et c = — d , ouc-f-è = o,c-j-<i=:Q. 

Si après avoir formé les deux équations 

a 5 — 4a* — îoa 3 -f- 4 oa 3 + g a — '36 — o, 

b & — 4tA — 106 3 -f- 4oè“ -f-gè — 36 =o; ^ 

, . - . 

on mit dans cette dernière — a au lieu de 6 , on aura celle-ci 

— a 5 — 4<z* + îoa 3 -J- 4ca 3 — ga — 36 = o : 

laquelle ajoutée à la première , donnera pour somme 

— 8<d -f- 8oa 2 — 72 = o , ou a-* — ica 3 -f- g — o. 

K 2 
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Si l’on fait pour c et d ce qu’on vient de faire pour a et b , 
on trouvera pour l’équation qui donne c, 

J 

c* — 10C* + 9 = o; 

d’où il suit que l’une de ces deux équations donne à-la-fois les 
racines a, b, c et d. En résolvant la première , on trouve , 
pour les quatre racines , 

+ 3 , — 3 , + 1 — r. 

Quant à la cinquième , elle sera = -f- 4 - 

Si au lieu de cette méthode , ou de celle du commun divi- 
seur , on eût voulu se servir de la troisième , il eût fallu diviser 
d’abord l’équation par x a — a 1 , ce qui eût donné le reste 

(9 -f-a 4 — ioa*) x -f- 4oa s — 4 °* — 36 ' 

qui , égalé à zéro , fournit les deux équations identiques 

9 + a 4 — ioa a = o ; 4oa a — 4 a 4 — 36 = o , 

puisque la dernière n’est autre chose que 

— 4 ( 9 ■+■ o* — 10 a* ) = o. 

Mettant x*>et x 4 pour a a et a 4 , il viendra, au lieu de la pré- 
cédente , 

x 4 — iox*-f 9=30, 

qui donnera pour x les quatre valeurs ci-dessus. 

Enfin l’on peut , d’après l’équation même proposée , et les 
équations de relation . 

a + é = o , c-f-d~o, 

obtenir en même temps, et la racine x = -J- 4 , et l’abaisse- 
ment de la proposée. En effet , ces deux équations de relation 
donnent 


.7 — 
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CL -f- b -J- c -f- d o ”, 
a + b + c + d + e = 4; 
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donc e - = + 4 5 divisant la proposée par x — 4 » °Q obtiendra 
encore 

x * — îox* -f- 9 — o. 

On peut encore observer que l’équation reste trouvée ci- 
dessus 

( 9 + o 4 — 1 oa* ) x -j- 40a* — 4 ai — 3 S = o , 
n’est autre chose que 

(x — 4)(g+a< — ioû 1 > = o. 


qui donne 


x — -f- 4 et a 4 — -[10a* -f- 9 = o. 


Ces exemples sont plus que sulfisans pour fixer les idées sur 
ee point de théorie , et mettre le lecteur en 'état de traiter les 
équations qui rentreront dans la première des trois classes que 
nous avons énuméfées ci-dessus. 


CHAPITRE XII. 

Réduction des équations réciproques , et résolu ~ 
tion des équations de la forme 

x m a m = 0; x‘ xm — 2 px m -f- q — o. 

5 o. Son l'équation binôme ou à deux ternies 
x m — o m = o ( 1 ) 

K 5 
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fi ou fait 

x=ay, 

elle se transformera dans la suivante 


Qtn yOl m 


• a m = o , ou y m — 1 — o . . v . . (a) 


La recherche des m valeurs de x dépend donc de la résolu- 
tion de l’équation (a). On remarquera d’abor4 que si m est 
un nombre composé , tel que 


m : 


■p.q, 


p et q étant des nombres entiers , la résolution de l’équation 
( 2 ) se réduira à celle de deux équations semblables, l’une du 
degré p , l’autre du degré q ) car faisant 


jl viendra 


f = z : 


y m = zf , d’où zf — 1 = O. 


( 3 ) 


Supposons maintenant qu’on ait résolu cette équation de 
degré p, et que et, soit une des racines, on aura ensuite 


et faisant 


yt — A — o 


: u \/ a, 


V' a. étant la racine donnée par l’opération arithmétique ,, il 
viendra 

uf— 1 

* 

ensorte que les équations (3) et (4) ' résolues , donneront les 
p.q racines de. la proposée, * 

Autrement, si l’bà décompose l’équation ~ •» 


«r* — i 


: a •• 


* 
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X p — 1 = 0,1* — 1 = O, 

et , a! , a." , cl” , etc. 
•oient les racines de la première , 

e, C , C, C", etc. 

celles de la seconde ; on aura , 'par exemple , 


et 


a? — 1 = o; C i — î = o ; donc — i , 
( = i ; donc (*C)« = i'; 


donc le produit des racines a. C est racine de la proposée. 

5i. On voit donc que la résolution de l’équation 

y m — x=o 

lorsque m n’est pas un. nombre premier , dépend de celle 
d’autant d’équations seml^ables , que m contient de facteurs 
simples , les degrés de ces équations étant successivement ces 
facteurs eux-mêmes. 

5a. Considérons , en général , le cas de m , nombre impair*, 
ensorte que l'équation à résoudre soit . 

— 1=0 ( 5 ). 

Puisque l’unité est toujours une des valeurs de x , on pourra 
diviser le premj^r fhembre par x — î , et le quotient sera 

• > : 

a ,p -f- x?P _1 + ' + i = o; •. 

divisant par x p , et rapprochant les termes équidistans de celui 
du milieu , on aura 

xr + ~+xr~J + -^ Tl + + x* + ^ + x + i=a 

K4 
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x -f- - = z , d’où x* — sx -f- « =o, 

x 

on obtiendra 

( X+ Ï)' = X ’ % - =:X * + i + !1 > 

d’où résulte 

x* -f- = z % — a ; 

•Xr • 

on aura 


(x + ^) 3 = s3=x3 + ^ r+ 3(x+l)=^ + ^+3r 1 


d’aù l’on déduit 


x 3 -f- ^5 = s 3 — 3». 


On trouverait de même 


: z* — 4 s» + a 


x 5 -f- - 5 = — 5s 3 -f- 5z , 


,e{ , en général , . 

X m + — = Z m — IM "- 1 -f- Z m ~* 

1 ^.tn 1 r» 


m(m — Â) X m — 5) - , 

■ — z "— 6 + etc. 

2.0 1 


en ne continuant la série qu’autant que l’on aura des puis- 
sances positives de z. Faisant ces substitutions dans l’équation 
du degré p , on aura une transformée en z, dans laquelle toutes 
îes puissances de z seront positives , la plus haute étant = p , 
ensorte que cette équation ne sera plus que du degré p : 
si donc on peut résoudre cette équation , on aurap valeurs de z, 
à chacune desquelles correspondront deux valeurs de x par 
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la résolution de l’équation 

x a — zx -f- 1 = o , 

et conséquemment 2 p valeurs de x qui , jointes à la première 
racine x = 1 , seront les stp -f- 1 racines de la proposée. 

* 

Il résulte de ce qui précède , qu’on pourra obtenir par 
l'extraction de la seule racine quarrée , les racines des équ^ 

x 3 — 1 = o , a: 5 — i — o , 


lions 


pour lesquelles on a p = 1 , p = 2 : on pourra donc aussi ré- 
soudre toute équation 


1 = o. 


lorsque m n’aura d’autres facteurs simples que" 2, 3 et 5 , ou 

lorsque m sera de la forme fi À x 3 ^x 5 V . En admettant la ré- 
solution des équations du troisième degré , on pourra résoudre 
l’éqi^tion 


pour laquelle p = 3 , et conséquemment toute équation 

/i "V ‘TT 

x m — i=o lorsque m sera de la forme 2 X 3 X& X7 .Mais 
la résolution de l’équation 

x" — 1=0, . 

1 • 

pour laquelle p= 5 , exigerait celle d’une équation du cinquième 
degré. « . 

» 

53 . Il est visible que toutes les équations dans lesquelles les 
termes placés à égale distance du premier et du dernier , ont 
les mêmes coelFiciens , et qu’on appelle ('quations réciproques , 
C n ° 49 ) j . sont réductibles pour le degré 2 m , au degré m , et 

, j , , , am' — î . 

pour la degre am+i, a — . ■> 


/ • 

En effet, soit l’équation générale d’un degré pair 
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ar‘ m -f- px 4m_ ' -}- qx*”-* -|- + qx’ -J-px -f- 1 =o : 

la divisant par x m * puis réunissant les termes réciproque^, ou 
également distans des extrêmes , on aura 


(*" +^i) + p(*^ , +^)+<7 etc - = 0 » 

^Jnsorte que remplaçant x” -f- , x m— ' -f- , etc. par les 

valeurs déduites de la formule générale , la transformée sera 
du degré m. 

P ‘ 

Si on a , par exemple, l’équation réciproque du degré 
impair 

x 5 -f- part -f_ <jp ~3 qx» -f- px -f- 1 = o . m * 

on l’écrira comme il suit : 


i + px(x 3 + 1) -f qx a (x 4 - 1) =0; ^ 

et après la division par x-f- 1 , toujours possible dans Êe cas, 
on a , pour quotient , l’équation réciproque du quatrième 
degré 

^ • 

a^ + (p — ijx 3 — (p — q — 1) x^+ (P — 1) x-f- 1 =0. 

5 4. Revenons aux équations binômes : lors même qu’on ne 
peut trouver algébriquement les racines de l’équation 


il est cependant toujours possible de les exprimer au moyen 
de la division de la circonférence en m parties égales. 

A cet effet , nous démontrerons' le théorème ^ 

« 

( 00s ç -f- sin f ]/ — 1 ) m x= cos m ç -j- sin m ? l/ — 1, . 

* m étant un nombre entier. Supposant le rjyon = 1 , on a la 
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cos 1 <p -f- sin 1 <f = i , 


*55 


, N _ ■ 

dont le premier membre peut être regardé comme le produit 
des deux facteurs imaginaires 

. . . • . 

cos <j> 4 - sin y — 1 , et cos q> — sin ç y — i . 

•Si l’on multiplie ensemble deux facteurs semblables 
cos ? 4 - sin (p |/ — î , et cos ç' 4- sin <if j/ — 1 , 
on aura pour produit 

* ~ 

cos $ cos <$' — sin <p'sin q/ 4- ( sin ; cos ç' 4- sin cos <f ) y ' — 1 
qui se réduit à la forme 

cos ($4-?') 4- sin (<p4-<lO V— 1, 

laquelle est la même que celle de chacun des facteurs. Il est 
remarquable que la multiplication de ces sortes de quantités , 
s’exécute en" ajoutant seulement les arcs , ce qui est une pro- 
priété analogue à celle des logarithmes. On en conclura succes- 
sivement 

# • 

(cos$4-sinîfV' — 0( cos î+sin çi/ — i)=:cos2^4-sina?t /'— 1 

(cos?4"sin?l/ — 1 ) (cos2?4~ 5 i n2 ? V — i) = cos3$ 4~** n 3îj/ — 1 

. ♦ > 

(cos? -f-sin? 1/ — 1 ) 'cos3?4-sin3 ç l/— 1 ) = ccs 4$ 4* sin^T V — 1 » 

etc. 

s 

Le premier produit est égal à ( cos q -f- sin q> 1/ — 1 )* , le second 
est égal à ( cos 0 4- sin $ 1/ — 1 ) 3 et ainsi de suite. Donc , en 
général m étant un nombre entier , on aura 

(co*44- sinç j/ — i) m = (cosmç 4 " s ‘ nm ? jA-i )i 

f , 1 ■*< ^ 

et prenant ]/•**-! avec le signe moins, .1, 
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( cos $ — sin ç y — 1 )“ = (cos m î — sin m <p ]/ — 1 ). 

• Cette propriété résultera encore de la comparaison des série» 
qui représentent e x , sin x et cos x , comme on le verra dans 
un des chapitres qui suivent. Mais nous avons cru convenable 
de démontrer la chose ainsi qu’on vient de le voir, afin de ne 
pas' rompre la liaison naturelle des matières. 

55. On peut encore parvenir à ce(te formule très-remar-i 
quable 

cos mi} zfcsin mf. J / — î = (cos <p ± sin i/ — î)"* , 
au moyen de l’algorithme des fonctions. Si l’on fait 
cos ? -f- sin î j/ — î 
f désignant fonction de, on aura 

cos f —J— sin £ y — 1 —f.l ; . 

mais le produit des deux premiers membres étant cos (ç -f- O -f- 
, sin •( $ -f- i ) V — î , c’est-à-dire, composé en u -f- 1 , de la 
même manière que l'un des facteurs l'est en u ou en t , on aura 
nécessairement 

cos ( ç + 1) -H sin (î + OV'— !=/($ + O» 

c’est-à-dire /? X/ * =/( ? W* O- . 

Or cette équation est l’équation de définition des fonction» 
exponentielles. Il suit donc de là que les deux fonctions 
et f.t sont de telles fonctions, et qu’on à 

/.<p = û ;/.t = a' , 

» 

ou • . ' cos f -f- sm ç l/ — î — a . 

Maintenant il nous est facile de déduire de jà le théorème de 
Moivre, m étant un nombre quelconque. En elïet ,*qu on 

élève a ^ à là puissance m, ou qu’on écrive my pour f , on 

obtient toujours ,a n ^ > : qu’on opère de l’une et de l’autre ma— 



Digitiz<W by Google 



algébrique* i5? 

nière sur le premier membre de l’identité précédente, et ou 
obtiendra les deux suivantes 

( cos q> -J- sin <p y' — 1 ) ra =r a 

. • ■ y 

cosmç + sm/TMp y — \ —a , 
qui donnent celles-ci v 

• ' ( cos 9 ± sin <p j/ — 1 ) m = cos 7719 rt sin m.'p 1 / — t.’ 

On peut en déduire sur-le-champ les deux suivantes : 


a cos nvp = ( cos <p -f- sin 9 y 1 — i ) m + ( cos 9 — sin 9 y — 1 )"* 
a sin 77191/ — i=.(cos 9-)- sinçj/ — i) m — (costp — &inq>y — î)”.' 


56 . Ces préliminaires établis , soit l’équation proposée , 
x n — 1=0; 

et remarquons que ... 

, . < ' , 

1 = cos a kt -f- sin a k-jt y— 1 , 

^•désignant la demi-circonférence ; en effet, le cosinus d’un 
multiple quelconque de la circonférence est l’unité , et le sinus 
d’un pareil. multiple est zéro. Mettons donc au lieu de l’unité 
cette expression , et nous aurons 

x m = cos 3 At -J- sin a ktt y — 1 , 

d’où 


a k t , . a h v , 

x — cos (- sin y — . 1 . 1 

ni m 

Au reste , comme le théorème de Moivre, ainsi que nous 
l’avons établi d’abord, suppose que la puissance soit entière, 
on peut poser 

x = cos (f + sin ç y — 1 , d’où x m — cos m f -f- sin m ç J/ — I ) 
et on aura pour résultat de cette substitution 


4 
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CGsmç-f* s * nnl( f l • V — 1 — 1*— Oj 

«quation qui sera satisfaite dans le cas de 

cos 7»$=i et sin m $ = o. 
l.a dernière condition aura lieu en posant 
mq — k 1 * 

•x étantla demi-circonférence, et k un nombre entier quelconque; 
suais comme le cosinus ne devient égal au rayon que lorsque 
l’arc est un multiple pair de la demi-circonférence, il faut 

qu’on ait encore 

• / 

k=tih , donc m<f= sait, d'où <p = — t. 


Toutes les racines de la proposée seront donc comprises dans 
la formule 


2 \ , . 2 \ , 
x — cos — -f- sin — t . 1/ — i , 

m rn 


et on les obtiendra en faisant successivement x«=o.=i , 
= etc. jusqu’à m — î inclusivement : il serait inutile de faire 
A=ni ou K^m, puisqu’il résulterait de ces hypothèses les 
mêmes valeurs que pour K < m : en effet , les arcs que l’on 
obtiendrait , seraient les mêmes que les précédens augmenté* 
d’un certain multiple de la circonférence. 


Nous remarquerons d’abord que toutes les racines de 
l’équation 


x m — J — o ' 


sont inégales entre elles, puisque, dans la circonférence’, il n’y 
a pas deux arcs qui aient à -la fois même sinus et même co- 
sinus : de plus, il est facile de voir que ces racines seront ima- 
ginaires, excepté la première qui répond à a=jo, et celle 


Digitized by Google 





ALGÉBRIQUE. 


i 59 


qui est donnée par a =: — , lorsque m est pair , supposition 

qui donne x — — 1 : en effet, pour que la partie imaginaire 
de l’expression de x disparaisse , il faut qu’on ait 


a\ 

sin — t=o. 
m 


ce qui arrive , i*. lorsque 
• 2A 


2°. lorsque 


m 


= o d’où A = o ; 


sa , m 

— = t d ou a = — : 
m 2 


cette dernière condition ne peut être satisfaite que lorsque m 
est pair, puisque A doit être un nombre entier. On a dans le 
premier cas , 

x = cos 0=1 

et dans le second , 

x = cos t — — i , 

Lorsqu’on suppose a > la formule 

2A . 2\ , 

x = cos — ir -f- sin — t . y — î , 
m m 

devient 

x = cos (*■ + *) 8 * n * ) • j/— » ; 

» • - V . 

mais on sait que 

cos (<r-j-z) = cos (t — a) ; sin sin (ir — a) ; 

donc 

cos( r-f-a) -f-sin(T-f-z) j/ — t =cos (sp—z) — sin(;r— a) .J/— 1 î 
oc parmi les valeurs de x qui résultent de , se trouvent 
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nécessairement celles-ci 

cos (t — z) -f-sin(îr — s) Ÿ — 1 : 

f l ) 

donc toutes les valeurs de x sont comprises dans la formule 

ax . . av . 

X — cos — »dtsm — t. 1/ — i , 
m m 

ce qui résulte encore de ce que y / — x emporte le double 
signe ±. 

Soit, pour premier exemple , l’équation 
3? — 1=0 

pour laquelle m—5': on aura 


ax . ax 

x — cos -ç-ir ± sin -p- ■r . ]/ — î , 


2X 


. ax 


et pour a = o. . cos-g - ît = i ; sin -g-'T=o , x= x 

, , ax . . ax 

X= 1 . .cos -g - t = cos ji; sin-g-T=sinï‘r; 

x =cos J t + sin t . {/ —i 

ax . . ax . . 

X=a. . cos-g-îr — cos;T-,sm-g-'îr = sm jTÿ 

O - 

a:=cos4n’ît sin \ t . y / — 1 . 
L’hypothèse de x = 3 donnerait 

a=ÆOs |'9r+ sin^ — i=cos^r-f- + sin^r -f g^ y/ — x 

=cos^t — g^ + sin — g^i/ — i =coSsT+ sin J t: \/ — x 

valeurs déjà trouvées dans l’hypothèse de x=a. La supposi- 
tion 


Oigitized by Google 


V. 


ALÔiBRIQÜE» iGf 

tion de K = 4 donnerait 

x=cos|ir+sirifT. V — îrrrcos^r -fg sm^îr -f- -1 

=cos^»— -g^thsin | ^j/_i =cosi 7 r+ sinJ-Ti/— 1 ; 

« 

valeur correspondante à Âi= i . 

Les produits des facteurs correspondans aux racines don- 
nées par x = i et par a =3, sont 

x* — ax cos $ t -f- i = x* — ax cos 80“* -f. r , 

x 1 — ax cos | rr -f. 1 = x a — ax cos 160“* -f- 1 , 

énsorte que 

x 5 — 1 — (x — Ofx 3 — ax cos8o a -f-0 — axcos t6o‘ , + i^ 

♦ 

Soit , pour second exemple, l’équation 

' x 6 — 1=0, 

pour laquelle on a 711=6 , et 

a\ , . a\ , 

x = cos -g- it + srn -g- t ii 

* ■ ‘ v - , ‘ * 

■' \ . . » 

Pour h — o, on trouve * ( . 

• x=cos g° + sino* ; l/— 1 = -{- 1 s 

*=t x=cos Jir +sin yTj/i — i=cosjico a + sinj 1 00^ [/ — 1 

a x=cos7T+ sinj t j/ — 1 =cos 7 . 1 oo a + sinj.loo a y_— l, 1 

A= 3 X— COST+ SUIT ]/ — 1 = 1 ; 

.» , 

Les facteurs réels du second degré sefont donc 

(x 1 - 1 ) (x^-axcos j . i oo°4- 1 ) (**■ — axcosj . 1 oo°-f- 1 ) =**■ — i=u« 
Analyse. ‘ J, 
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57. Les racines de l’équation 

x m — 1=0, 

• 

gi se construisent d’une manière fort simple au moyen du cercle ; 

‘ en effet , après avoir divisé la demi-circonférence ARB en un 
nombre m de parties égales et numérpté toutes ces divisions en 
commençant par l’extrémité à gauche du diamètre , qui sera 
zéro , qu’on joigne les numéros pairs, on formera une portion 
de polygone régulier AMM' etc : si des sommets des angles de 
ce polygone on abaisse des perpendiculaires sur le diamètre , 

elles seront sin — t, et les distances au centre seront cos — : 

m m 

ces perpendiculaires représenteront donc les coeÎTiciens de 

y ' — 1 et les distances au centre donneront la partie réelle 

des racines. Au point A , on a 

x = cos o-f-sino. if'— 

Si m est pair , il y aura en B un point de division de numéro 
pair , pour lequel 

x = cos T-j-sinrr . j/— 1 = — 1 . 

Maintenant dan* le cas de 7 ~ nombre pair , il y aura en R ua 
point de division de numéro pair, auquel correspondra 

fT *• . T ■< * 

x = coê ^ -f- sin - 1/— i — — f- 1 / — 1 î 
, a a 1 r ’ 

et comme une racine imaginaire de la forme « -f~ C p/ — j 
çn suppose une autre telle que - a. — C |/ — 1 ( n tt a ) , ou 
aura aussi, dans ce pas, 


Les racines de l’équation 
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*aî m + 1 =o 


iG3 


se construiraient semblablement : mais alors il faudrait joindre 
les numéros impairs , et il est visible que les arcs ainsi détermi- 


nés seront compris dans • 


-t, etque 


x. 


2 A — f- 1 , . 2 A *4" 1 , 

: cos t + sin t » y — i . 


m 


m 


sera la formule générale des racines, ce qui se vériGe en 
élevant la valeur de x à la puissance 7 n et ajoutant l’unité , 
car on a • 

I 

ï™ -f 1 — cos +i)r± si° (s* + 0 T - 1/ — i + i = 0 i' 

\ < , 
L’équation ^ 

. a4* -|^=o 

n’aura pas de racines réelles dans le cas de m nombre pair,* 
parce que l’extrémité à droite du diamètre , ou le point B , ne 
peut être le sommet d’un des angles du polygone. Cette consé- 
quence résulte encore de ce que le nombre des racines inîagi- 
uaires étant toujours pair, il faudrait, dans le cas de m nombre 
pair, qu’il y eût deux racines réelles, ce qui est impossible, 
puisque le point A ne peut être le sommet d’un des angles du 

polygone. Si ~ est impair, un des points de division tombera 

en R , et on aura , pour ce «point , 

x = cos -4- sin - t/«— i l/ — i , 
a a 

et conséquemment une Sutre racine 

x==— y' —i, 

Dans le cas de m nombre impair, on voit aisément que l’é* 

L a 
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quation proposée ne peut comporter plus d’une racine réelle 

qui sera — 1 • * 

58. Il est facile de déduire de ce qui précède , que toute ra- 
cine paire , ainsi que toute puissance irrationnelle d’une quan- 
tité négative , est imaginaire. En effet 


x 1 .1 

. n -TL w l Tl 

Cl A ' i 

Ot 

x cos (aA.-j-i)fl'-J-sin( 2 A.-f-i)i | ri/ — 1, 

_ i n ==cos(^±J-) *+ siQ (^— 

. • y „ . ., 

mais pour que le terme qui contient V — 19 évanouisse , iï 

faut que puisse devenir un nombre entier, ce qui est 

impossible quand n est un nombre pair. On a aussi 

.. . ^ 

- » (=£) ^ + * O^r) ' 

■ • - * ; • *. * . » 

. ^ , v ■ * 

— î 1 ^ 3 r=cos (aX-f-ij V / a.T+sinCax+ 1) y/ü.'r .^ — î , 

• •* 

‘ S 

2 A J- 1 * 

or on voit que et (aA+ î) ÿa ne seront jamais de* 

nombres entiers. 

, « 

5g. Toutes les racines de l’équation 

\ . 
x m — i=o 

i > . -f 

*ont dcnc comprises dans la formule 


§ »J -» , 

i 
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SX , . 2X , 

x — cos — t -4- sin — t y — 1 ; 
m m 


mais 


cos 


SX 


1 , . SX / s | . s . \x 

- t 4- sin — iry — i=( cos — “T 4- sin — ik~i I : 

m m \ m m. / 

donc si l’on suppose . 

Q 3 

cos — ir-f-sin— sr y 1 — 1 = et , 
m m 

toutes les racines seront représentées par les puissances suc- 
cessives et , et* , a. 3 ., etc. jusqu’à et m qui est toujours l'unité, cç 
qui est évident , puisqu’on a 

et m — j ~ o d’où »" = i : 


ces racines correspondent aux valeurs x = î , = a , . . . . ~m, 
hypothèses qu’on peut faire , puisque , comme on l’a vu 
( n° 56) , on a la même racine pour x=o, h=m. 

m 

Dans le cas de m nombre pair , on a et 2 =— • i , ainsi qu’oa 
l’a trouvé précédemment 

6o. Toutes les racines de l'équation # 

x m — î = o, 

peuvent être représentées par les puissances 3', etc. de 

l’une quelconque a? de ces racines , pourvu que m soit un nom- 
bre premier , ou que p et m soient des nombres pruniers entre 
eux. Soit, par exemple, m=3 : les racines seront a, a.* , c t 3 ; si 
l'on prend à la place de et la racine suivante et* ,• on aura 
les trois racines et*, et*, et 6 , qui, à cause de et 3 = î, deviennent 
«*, et, et 3 , les mêmes que les précédentes. De même, pour 
m = 5 , les racines seront * , et* , et 3 , et* , et 5 , et si au lieu de et, 
On prend et* qu’on élève aux puissances successives î , a, 3, 4 
et 5, on aura et*, et* , et 6 , et 8 , et 1 * , qui, à cause de et 5 =i, 
deviennent et®, et*, et, et 3 , et 5 : prenant et 3 au lieu de et, les ra- 
cines deviennent A 3 , et 6 4 et 9, et 1 *, et 15 , OU et 3 , et, et*, et*, et 5 , et 

L 3 


« 
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enfin supposant af> pour et , on trouvera et i , a* , et 1 * , et’ 5 , et’*, oa 
et*, et 1 , et*, et 1 , et 5 , de sorte qu'on repassera toujours par les même» 
racines , qui se présenteront dans un ordre différent. 

En général , soit et? l’une quelconque des m racines «t , et 1 , 
et? ... . et m , p étant m et m un nombre premier : prenant 
cette racine et? au lieu de et, on aura celles-ci et?, et*?, et 1 ?... 
...et m ?;or, si après avoir ôté de chacun des exposant s p , 3 p\ 

4p mp le plus grand multiple de m qu’il contienne, et 

désigné les restes en nombre m et chacun m par p , q , 
r, s , etc. d’où résulteront les puissances et? , et’ , et r . . . .et" , 
on peut prouver que les nombres p , q , r , s m, dont au- 

cun n’est ;> m , sont tous différens entre eux , nécessairement 

ils ne pourront être que la suite des nombres 1,2,3, m 

et conséquemment il sera démontré que les racines et?, et’ , et m , 

sont les mêmes que et, et’, a? et m : or l et k indiquant les 

quotiens de 4p et de zp par m, on aurait 

4p — !m = s 
zp — km— q-, 

et Fhypothèse de s — q , donnerait 

4p — lm = zp — km d’ou l — & = — 

m 

• 

donc la différence zp devrait être divisible par m , ce qui est im- 
possible, lorsque m est un ÿombre premier; donc les nombres p y 

q , r m sont tous différens entre eux et les racines et?, et’ , 

l ct m sont les mêmes que les raeines «t, et* , et 3 . . . . . et" 1 . 

La démonstration précédente conviendra encore dans le cas 
où m ne serait pas un nombre premier , pourvu que p et m 
soient des nombres premiers entre eux. 

6i. L’équation 

x m — 1 = 0 

manquant de tous les termes intermédiaires entre le premier et 
le dernier, les sommes des puissances i", z em ‘ . . . .(m— iy m * 
des racines seront nulles, d’après les formules démontrées 
( i eIt sect. n*3oi ), 
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Pour l’équation x 6 — 1=0, par exemple, la somme des ra- 
cines devient _ 

cos . o -j- cos | t -j- cos j- t -f- cos t — o } 

* 

ce qui est une propriété du cercle. 

La sonrtne des puissances m des racines sera donnée par la 
formule trouvée ( n° idem ). £ 

S m — AS m ^ + BS m _i . -f- m /'= p, 

laquelle , en observant que pour 

x m — 1=0, 

• ’ 

on a 

A — o, B — o, C=o, etc. V — — 1 
se réduit à 

S m — m = o d’où S m — m. 

Les sommes des puissances des racines dont les exposans nn 
seront pas des multiples de m seront nulles , et celles des puis- 
sances des racines dont les exposans seront divisibles par m 
deviendront égales à m , ce qui résulte immédiatement de la 
formule T, donnée (n°cité). 

Si dans l’équation 

x m — r = j, 

on fait 

on aura la transformée 




y m — 1 = 0 

dont les racines sont 1 , - , , etc. , ou 1 , es -1 , or 1 , etc. , 

fit Ct 

conséquemment 

1 -f ; 

et , d’après ce qui a été observé plus haut , 

1 -j- (a) - etc. = 0 , 

L 4 
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c’est-à-dire , que les sommes des puissances négatives des ra-> 
ciaes de l’équation 

x s — 1 =x d,' 

se comportent de la même manière que, celles des puissances 
positives des mêmes racines. f • 

On prouverait la même manière que les racines de 
l’équation 

x m -f- 1 = o K . . 

jouissent des propriétés • 

S mk ’ — - 1 TU , — — O. 

6a. La résolution de l’équation binôme ■> 

xp + a* 1 = o , 

Fournit le moyen de démontrer la propriété du cercle dont l’éi 
noncé est renfermé dans le théorème suivant. 

T'g' Si dans un cercle décrit d'un rayon —a , on mène un 
diamètre quelconque , qu’à partir d’une des extrémités de 
ce diamètre , on divise la circonférence en am parties égales:, 
et que l’on désigne par o' , i ,*a , 3 ..... m — i , etc. , ces 
divisions, en faisant répondre o à l’origine, si d’un point 
quelconque pris sur le diamètre ou sur son prolongement , 
et du même côté du centre que l’origine des arcs , on mène 
des droitei à tous les points de division, le produit de toutes 
celles menées aux numéros impairs est égal à la somme des 
puissances m du rayon et de la distance du point fixé au 
centre ; celui de toutes les droites menées aux numéros pairs est 
égale à la différence des mêmes puissances. 

Du point M' , si on abaisse la perpendiculaire M' P , on 
aura 

ÔM r —~ÔP + PM', 
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mais M'P représente le sinus de l’arc MM' dans le cercle 
pour le rayon ~a , et CP en est le cosinus ; on aura, donc en 
prenant les sinus et cosinus tabulaires calculés pour un rayon 
égal à l’unité , 

PM' — a sin MM' 

CP = a cos MM' ; 
d'ailleürs représentant OC par x , on a 

OP — x — CP r= x-r- a cos MM' 
et OM" 1 —x 1 — a ax cos MM' -|- a 1 cos a MM' -f- a* sin* MM' 

r=x * — a ax cos Mil' -(- a* 

• • \ 

Les valeurs de OM" , OM" , etc. s’obtiendront en substituant 
dans celle qu’on a trouvée pour OM' le* arcs MM", MM" , etc. 
à l’arc MM' . Si on ne prend que les arcs qui répondent aux 
numéros pairs, et qu’on désigne toujours par t la demi-circon- 
férence , on aura 

MM" — — , MM" etc. 

m m 

d’où 

OM" = x* — aax cos — 4- a* 

m * 

OM lT — x* — 2 ax cos 4- a* : 
m 

• etc. 

• 

Mais les lignes OM", OM" , etc. ont leurs correspondantes 
Om" , é^n”, etc. placées de l’autre côté du diamètre , qui leur 
sont respectivement égales , ensorte qu’on pourra écrire 

OM" X Om" , au lieu de OM", etc. : on remarquera en même 
temps que OM = x — a. Cela posé , on a vu ( o° 56 ) 
que les facteurs de l’équation 

1 ’ s 1 , 

— a m — o , 
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m étant impair , sont 

(x — à), (x 4 — 2 ox cos ~~ + n ’)> (** — 2 ox cos ~~ -f- a 4 ) etc.' 
ce qui donne 

i m — a m =( x — à) (x 4 — 2 ax cos — 4- a 4 ) (x 4 — 2 ax cos — 4- a 4 ) , 
v m m 

etc. • 

—O MX. OM"X OM"X Oiüf T, ,étc.'X Om"x Om ,T X Om^etc. 

Dans le cas de m , nombre pair , parmi toutes les lignes 
menées du point O aux numéros pairs , se trouveront les 
lignes OM et OB qui correspondront aux deux extrémités 
du diamètre. # 

Les arcs qui aboutissent aux divisions impaires, étant égaux 

, a 'T rr 6 t 3t 

a — • = — , = , etc. on trouvera 

uni m uni m 

— » rj- 

OM!. -=2 3? — Qax cos f- a* 

p m 

r* I • 

i x O^T" * 

OM" x a — aar cos — — f- a 1 / 

m 

> • 

03/* = x 4 — uax cos 1- a 4 . 

m 

etc. 

Mais , dans le cas de m nombre impair , 

x m -j-a*'=(x+a) (x 4 — 2 ux cos — -f-o 4 ) (x 4 — aaxcos— -f -a*") etc. 

m m J 

substituant donc les valeurs , et observant que O B = x + a, 
on aura 

x m +a m =:OBx OM'X OM*X OM^etc.xOm'X Om”x Oni f x 

etc. 
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Dans le cas de m , nombre pair , les extrémités M et B du 
diamètre porteront des numéros pairs, ensorte que la ligne O B 
n’entrera plus en facteur. 

D’ où résulte encore cette propriété dans le cas de rh 
nombre pair : le produit de toutes les lignes t menées du point 
O à toutes les divisions paires et impaires , en y compre- 
nant celles qui aboutissent aux deux extrémités du diamètre , 
sera 

(x B — i)(x m 0 — x* m — 1 = o. 

63. Les équations de la forme 


■r 3 " 1 — apx 3 -f- q — o • 

peuvent être traitées comme celles qui ne renferment que 
deux termes : en résolvant la précédente à la manière du se- 
cond <Jegré, .on en tire 

xf 1 = p± \/ p* — q. 

Tant que p 3 sera plus grand que q , les valeurs de x m seront 
réelles ; et les représentant par « et £ , on aura les deux équa- 
tions 


• X m — a = o 

, £c m — C — o 

dont on sait trouver les racines d’après ce qui précède. 

■ '■ i 

Lorsqu’on aura p 3 ■<[ q , les valeurs de x m seront imaginaires, 
et on leur donnera la forme * 


x’" = p rfc V ' — i \/ q — p 3 ; 
et faisant f 

p — a, ÿq—p'—b, 

pu aura 

• ' je" = a db b \Z—i , 


* 
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et il ne s’agira plus que d’extraire une racine du degré m d» 
l’expression . 

a + b {/ — 1. 

Comme on ne peut supposer , en général , 

a ±. b V — 1 = cos 9 sin 9 [/ — j , 
parce qu’on n’a pas toujours 

on fera ; > 

q ;= k cos 9 , b = k sin 9 , 

d’où 

a* = k* cos 1 9 , i 1 = à 1 sin 1 9 , 


«t conséquemment 

a 1 -f- ù* = ù 1 et k = \/a % -f- ù 1 — l/ q % 


donc 


cos$ = 




= -7=- sm <p = 


ù __ y/g — 

\/ a 1 -(-6“ V/<7 


ensorte que 

• _ 

s±i 1/— 1 = 7 < ( cos ±: sin $ 1/ — 1 ) ; 

* 

mais comme les arcs 9, 9 4 - 2t, 9-)- 4 ‘ lr > 9 stit, n 

étant un nombre entier quelconque , ont même sinus et qjême 
cosinus, on aura 

x^ss k,{ cos ( <f> + anv) rhsin ( 9 + unir ) J/ — 1 } 

et i 

— * : 

1 

1 =4" r | co= (îi^îî)± ! i»(StSîî) l /-. | 

•xpression générale de la racine cherchée j en faisant supcessi* 
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•ivement n — o, n = i , naa, etc. , on en tire 


le 

II 

■fc 

l cos — rh sin — J/ — i \ 


l m m y 

1 

x" = k m j 

f <p- f-a-r . . <p + arr . 

cos 2— L — ±sm — - — J/— 

, \ 1 

[ m m 

1 

<3) + 4' T _i^ « <P + 4^ y 
cos — i-Z_ ±i sin ■ ■■ ■- 1 / — 

( 

m 


Le nombre de ces racines ne peut aller au-delà de m ; car en 
faisant n=m , n=ain-{- i , on retrouve les racines correspon- 
dantes às = o,»=i, etc. Si l’on multiplie l’un par l’autre 
les facteurs simples 

t a - 

le produit x* — ak m x cos k ^représentera tous 

N 

les facteurs du second degré de la proposée. 

V \ 

6 4- La résolution de l’équation 

x‘ m 2 px m -f- q — o 

renferme la démonstration du théorêm# de Moivre , qui com- 
prend celui de Cotes comme cas particulier. En voici l’énoncé ; p.^ 
Si on partage un arc AG en un nombre m de parties égales 3. 
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chacune à AM , et qu’à partir du point M , on divise la cir-* 
conférence en autant de parties égales que AM est contenu de 
fois dans AG , et qu’en suite d’un point quelconque O pris sur 
le diamètre ou sur son prolongement , on mène les lignes OM , 
Oi , Oa, etc. à tous ‘ les points de division, le produit des 
ÿuarreMle ces lignes sera égal à 

x - n — ax"‘ cos -f- 1 , 

en nommant <j> l’arc AG , x la ligne qui joint le point O et le 
centre du cercle , et supposant le rayon égal à l’unité. 

Soit 

■ v 9 m=4, 

ce qui donnera les quatre lignes OM, 0 1 , Oa , 03 , on aura 

* 

~om =Top 4 - ~mp = (x — cpy + mp = 

(5 $ _ . $ $ 

X* QX cos - -f- cos a - -f- sur - = X % — 2X cos - 1 

4 4 4 4 

ôl = {x- cos }+ sin* (-—I) 

fi A -a^N 

= X* — 2XCQS ^ — - J 4- 1 

{ x _ cos }> sin‘(î±^l) 

= X* -axeos (^-) 4 - 1 
03 = | x — cos (î±^-) } 5 4 - (-^) 


L'* 2X COS ( - 


) 


+ X. 


* \ 4 

• # 

Mais la résolution de l’équation x 8 — 2X* cos — f- a — o , 
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a 7 5 


dôme 

a: 8 — 2x 4 cosç + i=^x 1 — axcos^-f-i j |x* — 2 jco6 ^'~^ 9 ’ +1 | 
{ x 1 — 2X cos + 1 j — axcos i j. 

en observant qu alors k = î ; d’où l’on conclut 

• 

OM X Oi X Os X OS = x 8 — 2 x* cos <p + f. 

Si cp = t , alors cos <p = — î , et l’équation 
x 8 S- 2 x* cos ç + i = o 
se change dans la suivante 

x 8 + 2x1 +i=o 
et extrayant la racine quarrée 

* i • 

r-f 1=0, 

Si $ = o , alors cos <p = î et la proposée devient 

x r 2X* +1=0, 

ou le quarré de 

x* — 1=0. 

On voit donc que le théorème de Moivre contient celui de 
Cotes. 

.65. Lagrange a donné du théorème de Cotes une démons/ 
tration uniquement fondée sur des principes connus à l’époque 
où ce géomètre écrivait.” Il est clair qu’il suffisait de trouve^ 
la décomposition en facteurs réels du second degré de 

... x m + 1=0, 

puisque de là suit le théorème de Cotes , et que récipro- 
quement du théorème de Cotes résulte cette décomposition. 

On avait remarqué av ant Cotes que les cosinus 
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coèox, cos x, cos 2Xj cos 3x , etc. , 

formaient uije suite récurrente dont l’échelle de relation est 
— i,-j-2cosx , c’est-à-dire, que pour avoir la valeur d’un 
terme de cette suite, il^Faut multiplier le précédent par 
a cos x et du produit retrancher l'antépénultième terme. 
Cette remarque était due au géomètre français Viete. Ea 
effet, de la formule connue 

2 cos a cos b = cos ( a 4- b ) -j- cos (a — b), 

on déduit, en faisant b~a , 

2cos 1 a = cos 2a 4- cos <J d’où cosaa — acos“a — cos o, 

• 

ce qui vérifie la proposition à l’égard du troisième terme.' 
Pour l’étendre à un terme quelcqnque, faisons a= (jn — 1 , 

et noua aurons 




acosùcos ( m — 1 ) b = cos mb + cos (m — 2) b , 

'\ * 1 . 

d'où résulte 

• . . - . • } s ' 1 

cos mb = acos b cos (m— 1 ) b — cos 

formule dont la composition établit la généralité de la re» 
marque et de laquelle on déduit 

a cos^y cos my — cos (ni — 1 cos (m + OJ....CO 

\ 

Maintenant qu’on pose 

■ ‘ , t 

a cos_y •=: x -) — , 

je dis qu’on aura 

a cos my = x m -f- — — (3) v 


En effet, qu’on suppose que deux termes consécutifs 
a cos (m — x )y , et a cos my 


soient 


l 
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soient de la forme 


ar ” ,- ‘ + ; ar"* 4- — . • 

1 eu™ — 1 9 1 x ” 1 * 


on aura par la substitution dans ( i ) 

' (»+ O* = (x+ i) (- m "‘+-4 î ) 


2 COS I 


— x m+l + 


X m+1 ' 


Ainsi , pourvu que les deux premiers termes <i cos oy et 
a cos soient de la forme x m -) — Ïr , en faisant m = o , 

Çt m = î , ce qui est e« effet , tous les autres seront néces- 
•airemenf de la meme forme. 

Maintenant les deux équations- 

* î ^ i* 

acosyr — x -f- 2 coe my = x m -J — -— } -- 

donnent ces deux-ci 

a? — 2a: cos^y -j-i=o; x ,m — 2x m bos my -f- 1 — o , 

qui doivent donc avoir lieu en même temps ; par conséquent il 
faut qu’elles aient une racine commune. Soit a cette racine. 

Comme ces équations demeurent les mêmes en x et en - , il 

x 

, • . î . i 

s ensuit que - sera encore une racine commune aux mêmes 
® * 
équations.: mais si dans cette dernière on fait 

my — Mr , , 

bn la changera en 

, x* m — ax m -f- 1 =o, 
qui est le quarré de ' 

Analyse. • jyj 
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* 



x m — i = o : 

I a seule différent consiste en ce que chacun des facteurs de 
celle-ci se trouve doublé dans la précédente*. Que dans 


a cos y = x -f- - , 

X 


AT » 


on écrive pour y sa valeut — , il viendra pour facteur du se- 
cond degré 


, at . 

. x 1 — ax cos f- 1 ■= o . 

m 

et on donnera à a toutéS les valeurs entières qui donneront pour 
cos — des valeurs différentes. Ou 'observera seulqjnent que 
pour des valeurs de A qui rendraient 


* •« at * 

x s — ax ços h 1 = 0. 

ni 

* 

un quarré parfait, on ne doit retenir pour facteur de x m — i , 
que l’un des deux facteurs ; leur produit ne pouvant con- 
venir qu’à l’équation 

x* m — ax m -f î = o. . 


CHAPITRE. XIII. 

t. ' ■■ , ^ •/ 

Du problème de la trisection de l’angle . Réso- 
lution trigonomètrique des équations des 
second et troisième degrés. 

r 

66 . Etant donné le cosinus u un angle, trouver le cosinus 
de son tiers. 
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Soient 3fn l’angle donhé y m l’angle cherché : on a d’abord 
cette propriété trigonométrique 

cos 3 m — cos 3 nt — siïr“m cas m — 2 sin a m cos m , 
et faisant ' 

cos 3 m — a , cos m — x , d’où sin a m s=z 1 — x *, 

. X ' 

on aura à résoudre l’équation du troisième degré , : 

a = 4- 1 ’ 3 — 3x , d’où x 3 — ? x — - = o.’ 

4 4 

Il s’agit actuellement de faire entendre comment cette 
question qui ne semblait susceptible que d une seule solution , 

a pu donner lieu à une équation du troisième degré. • 

• 

On sait d’abord que le cosinus a , donné , ajjpartient à un 
nombre indéfini d’arcs différens , d’abord à un arc plus petit 
qu’une circonférence , à ce même arc augmenté dVine , do 
deux, de trois, etc. circonférences. Qu’on prenne le tiers de 
chacun de ces arcs , on aura autant d’arcs dont le cosinus 
sera représent^jar x. Mais il arrive , ainsi qu’en l’a vu dans 
le chapitre precedent- , que , parmi ces cosinus , trois seule- 
ment sont essentiellement différons. 


Or l’équation 


, o «• 

X J — - X — -== O 

4 4 


tombe dans le cas irréductible , c'est-à-dire , que ses trois 
racines se présentent sous forme imaginaire. En effet , la con- 
dition 

2 7 4 

est satisfaite, puisque le cosinus a étant toujours plus petit 
que l’unité , oû a 


c* 

64 > 64 ; 


M 2 
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ce qui est le caractère de l'irréductibilité. Oa a vu ( n® 53 ) 
ce que deviennent les racines , lorsque " 

__ £ 

3 7 4 ’ 

ce qui mriv-e , dans le cas de q.~ )l. D'ailleurs , il est facile 
de voir , à priori > que la proposée tombe dans le cas irréduc- 
tible ; car elle ne peut admettre que des racines réelles , et 
c'est alors seulement que l'irréductibilité a lieu. 

Nous nous proposerons donc de ramener toutes les équa- 
tions du troisième degré , lorsqu’elles tombent dans le cas irré- 
ductible , à une forme telle , qu’elles soient Comparables & 
l’équation que fournit le problème de la trisection de l’angle. 
Mais avant , examinons plus particulièrement cette équation 



et supposons que son dernier terme soit positif , ou qu’on ait 



L,e produit des racines sera dohc négatif , et alors ou }es tfbis 
racines seront négatives , ,ou il y en aura une négative et deux 
positfces. Mais on apperçoit aisément qu’elles ne peuvent être 
toutes trois négatives , parce que leur somme est zéro , d'après 
Ja composition de ^ équation 5 d'ailleurs , si l’angle donné est 
plus petit que i.qo° ( nouvelle division ) ,• le cosinus de son 
tiers sera positif ; mais le cosinus de ce tiers , augmenté 
du tiers de la circonférence , sera nécessairement négatif. 
Si l’angle donné était plus grand que 1 00° , mais plus petit 
que 200 0 , il y aurait un cosinus négatif et un autre positif. 
Ainsi , lorsque le dernier terme est posifîf t il y a néces- 
sairement une racine négative , et deux positives. Dans le 
cas du dernier terme dégatif , il faut qu’il y ait une racine 
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positive et deux négatives, parce qu’autrement les trois ra- 
cines di raient être positives , ce qui ne peut avoir lieu. 
Dans le cas eù l’angle donné est droit , le dernier terme est 

i -L jjef 

zéro. En effet, dans ce cas , les arcs sont -%-x, H — 

1 o 6 é o 

— HT , A-'T i • i T ^ , 4* , •• 

-f* '> 1® cosiiius de -g- -j- est zero > et ceux de 

1 T — 'T 2T 

et de ~~ -j — g- sont égaux et de différens signes. 

Revenons maintenant à la question énoncée plus ha^t , et 
prenons pour exemple l’équation « 

• x 3 — ï x — lî— o, , 

équation qu’on peut écrire ainsi qu’il suit : 

et alors x représente le cosinus du tiers d’un arc donné par 
son cosinus -j- Ainsi /pour avoir la valeur d’jr, il faut cher- 
cher le logarithme de ~ , en supposant celui de l’unité = î , et 
l’arc auquel répond ce cosinus : divisant cet arc par 3 , on 
prendra le cosinus dn quotient qui sera l’ùtie dès racines. Où 
•ait trouver les autres. 


Supposons l’équation plus général# 
x 3 — p x -}- q — o . . . 


•0) 


On suppose ici le coefficient p négatif, afin que la proposée 
puisse tomber dans le cas irréductible : le terme tout connu 
yeut d’ailleurs être positif eu négatif. On Fera dans la proposée 


x — TX , 


ce qui la changera en 


rV 3 — prx' -f q = o , on x' 3 — ^ X -f = o. .'. ;(o>) 

M 3 
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Sous cette forme , la précédente devient comparable^ovee 

. . • * 

.en posant 


3 p ,, , a \/p 

4 = ? d °“ r =yi- •' 

Faisant cette substitution dans (a) , elle devient 
• ,, 3 j , q. 3^/3 

•i' 1 -4^ + W 

Si donc - - est plus petit que l’unité, la précédente ren- 

trera dans le cas de l’équation (3), "clans laquelle a est plus 
petit que Unnité : or cette condition a toujours lieu lorsque 
l’équation donnée tombe dans le cas irréductible ; car alors 
©n a 

d»ù£!Æ>Se.^S<,.. 

27 r 3j/3 2 spyp 

Cela posé , on peut résoudre çétte éqtiation par la méthod» 
dont nous avons fait usage à l’égard de l’équation 


Dans le cas de 


£ — \x — 
5y/5 .g 


zpv'p 


> b 


on aurait un cosinus plus grand que l’unité , et dont consé- 
quemment on ne pourrait assigner l’arc correspondant. 

Cherchons maintenant à transformer 

i/H+i/Flhi/H-l/FIt 


é 


* 
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qui exprime l'une des racines de l'équation du troisième degré 
( n° 3 1 ) . On a ( n° 63 ) 

« W _ l = V / ?T& ï f^7=p;+ ÿ=ÿY- 

or a et b étant des quantités réelles , {/a 1 -j- sera plus 


gland que a , ensorte que 


[/a* é’ 


sera plus petit que l’unité. 


ainsi que — — 


y' a* -f-î* 


■. On peuf donc supposer que 


V/a 3 -f é“ 

soit le cosinus d’un arc inconnu x , qu’on peut trouver par 
le moyen des tables , puisque les nombres a et b sont donné* , 

et, dans cette supposition , — sera le sinus du même 
■ \/a* + b * 

arc , comme on s’en convaincra en observant que le quarré 

j , ji» » * g* 

du sinus de 1 arc x — i — cos*x = î --y- = 

a 2 -j-é 3 a 1 -y y 

Ensorte que 


a -j- b y / — î = {/a 1 + é* ( cos x -f- sin x V — i ) , 


et 


V (a-^b y — 1 ) = y' a* b 1 (<ys j x + sin J x \/ — t . 


Substituant donc — -- pour a et 


y 27 a. 


27 

3 


pour b, onaura 


1/ A-^-V^-% 

6 

— I y ( I $ 1 P 3 9 % \ f cosj x + sin } x 1 / — 1 i 
4 ■ 3 7 4t / t+cosfx — sinjxj/ — 1 y’ 


t étant l’arc dont le cosinus = 


— q \/ 37 — q .3 1/3 


! VP* 


2 pvp 

M4 


. AJhsila 
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première racine est 

x = 2 cos j x . (j 

et la condition que le cosinus soit < 1 , est exprimée par 

SL^Ê. 

4 V • 

Les deux autres racines se pr<*luisent sous forme à-la-foi* 
réelle et finie. 

G 7. Le procédé dë résolution par les signes trigonbmétriques, 
et les secours qu’offrent les tables , sont tels , qu’on en tire 
avantage même à l’égard des équations du second degré. Soit 

donc l’équation 

» 

^x i 4-px±q = o, 

dans laquelle nous supposerons d’abord q positif : faisant 
x = zÿq..; (1) 


on aura 


qz* + pz ]/q -f- q — o, ou s* -f -^s+i =0, 


ou divisant par z 


Vq 


Vq 


•00 


1°. Si est , abstraction faite du signe , moindre que 

•zVq 

l’unité , on fera 

. ’z =s cos u 4 - sin u lA— 1 , ® 

* ■ , * 

en sorte que l’équation (a) deviéndra 


cos u -f- V — 1 sin u -f- 


cos u -f- y — 1 sm a 


= a cos u , 



Digitized by Google 



i85 


ALGEBRIQUE, 
en multipliant les deu* termes de la fraction par. 
^cos u — Ÿ — 1. sin u ; on déduit de là i 


cos u = 


— JP 


W~q 


Les tables de sinus feront connaître l’angle u , et comme à 
la même valeur de cos u répondent les angles -f- u et — u , 
on aura pour z , et conséquemment pour x , deux valeurs qui 
seront imaginaires ; ce qui doit arriver , puisqu’on a , dans 

l’hypothèse actuelle , ; 

2°. Si le nombre P— est , abstraction faite du signe , 

* *vq ' . 

plus grand que l’unité , on fera 


et on aurâ 


z — tang u , 


z -f- - = tang u -f- 


l _ siri*u -f" COS 4 !! 


tang u. 


sin u cosu 


sin 2 u 


JL 

\/V 


d’où on tire 

sin a u =a — 

P 

Les tables de sinus donneront le plus petit des angles qui ré- 
pondent à cette expression de sin au , prise positivement : cet 
angle , pris avec le signe moins, sera la valeur de au; mais 
à ce sinus. répondent les dèux arcs auetc — a u , c étant la 
demi-circonférence : on aura donc pour les deux valeurs de x. 


x — V'q X tang u ; x= /qX tang Q — u ^ 
racines réelles et négatives. , 

Dans lè cas de q négatif, auquel correspond 
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o» fera 
d’où 



a = tang u , 



z — 



tang 


'-)= 

Jg“/ 


i — tahg’u a 

tang a tang au' 


et conséquemment 


tang a u = -f- 


ai/? 

P 


Les tables de sinus feront connaître le plus petit des angles 
qui répondent à cette expression de tang au ; mais à la tan- 
gente de au, répondent les deux' arcs au et c -f- au ; on aufà 
• donc 

x— [/q X tang u ; x = \/qX tang 


c’est-à-dire , deyx racines réelles , l’une positive et l’autre 
négative. * 

Pour étendre encore ce procédé à l’équation du troisième 
degré 

. -f <7 = o, , 

supposons 

X = r ( z “0--*: CO 


r étant une quantité indéterminée , nous aurons 
o<? + px + q=zrs (z 3 ± -^± (Zr* —pr) (z ±. 0 + 7=0; 
déterminant r au moyen de l'équation 
3 — pr — 0, on aura r = 
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\â valeur d» a dépendra d une réduite du sixième degré re— 


\ 


. 5^=2 h ( 2 ). 

PVP 


soluble à la manière du second : en effet , il restera 

r* -^9 = °> d ’ oùzî ± - z 3~— J 

Les équations (1) et (a) serviront ensemble à résoudre la pro- 
posée. Supposons d’abord que le signe supérieur ait lieu , et 
que le nombre proposé h soit , abstraction faite du signe, moindre 
que l’unité , ‘alors la quantité i p 3 est négative , et la 

proposée tombe dans le cas irréductible - que 1 on fasse 


d’où 


a = cos u -(- j/ — i sin u 


( z +î) = 2 C 0 SUX l/i (3) 

et de là , d’après le théorème démontré ( n° 5 4 et 55 ) 

( cos u i; )/ — 1 sin u) m =z cos mu — 1 «a mu > 

on déduit 

• *’ + ? = 2 cos ou , partant cos3 u = h. 

Soit A le plus petit des angles dont le cosinus est h , angle 
qui sera donné par les tables , on aura pour 3u les trois va- 
leurs A , ac + A , 4 e + -A > et par conséquent les trois 
valeurs de x seront , d’après l’équation (3) 


=•2 g cos j A 

-•l/f-t'irfO . 
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En prenant 6 c -f- A , S c , etc. pour ou , on «retomberait 
sur les racines déjà trouvées , ce 1 qui doit arriver. 

On voit clairement ici comment l’imaginais \/ — 1 qui, 
dans le caé irréductible , s’introduit dans les trois racines , 

disparait dans l’expression dfe r ^ ^ : la valeur de s 

exprime le radical imaginaire qui , dans ce cas , entre dans la 
composition de chacune des racines , et c’est par la compa- 
raison qu’on a faite de ce radical avec cos u dz 1/ — 1 sin u 
que les racines ont pris une forrpe à-la-fois réelle et finie. 

Dans le cas de h = 1 , on a 3 u — o , et u = o , ensorte que 
les trois racines deviennent 

OU “ * * 

- - a 
à cause de 

- 1 /^= 1 /?- 

Lorsqn’abstraction faite du signe, le nombre h est plu» 
grand que l’unité , on doit faire 

a 3 = tans u , d’où a 3 -f- = ~r — — et sin 2 u = y : 

0 z 3 sin ^ u h 

on aura donc l’angle u par les tables de sinus : si l’on fait 
ensuite 


z ■= ]/ tang « .== tang u' -, on anra x — 
et les deux racines imaginaires serènt 


1 / 


sin 2 u 
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x =V^l {■ ‘“6 + 7^ } 

*=l/ 3 î *' ‘“S +Zi i^P ( 

, , — i -f- \/— 3 — i — 1/ — 3 

u et et étant et , ou les deux der- 

2, Q ^ 

nlères racines cubiques de l’ unité : réduisant, on trouvera 

I /P S — irpcos au'l/^3\ 

. K 3 l SÏÏW J*. 

Il reste à considérer le Cas où 


on fera alors 


«|/ 5 (~ï): 


-3 = tangu, dou — tangu-f-- =a//et tang 3 u=;i 

z tang u ° h * 

on aura donc I angle u au moyen des tables : soit encore 
s 

V tang u = tang p', 

la racine réelle sera 

w tang 2 u ' * * * 

et prenant « tang y! et «' tang uf , a et et' ayant mêmes 
acceptions que ci-dessus , les deux racines imaginaire# seront 
représentées plt 


x =l/s) 


COS 2 U 1 — \/ — 5 

sip a u' 
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Le* racines de l’équation du quatrième degré étant des 
fonctions très-simples de celles de la réduite ( n° 3 a ) , on 
pourra le déterminer facilement par la méthode précédente. 


CHAPITRE XIV- 

î)e la résolution des équations littérales. 

68. Tout ce que nous avons dit jusqu'ici, ne convient qu’auîj 
équations numériques. Comme on a quelquefois besoin d a- 
voir , sous une forme generale, les sacines d une équation lit- 
térale, nous allons indiquer les moyens d'approcher de ces 
racines , lorsqu’on ne peut les obtenir exactement. 

69. D’abord , -si une équation littérale est homogène et ne 
contient qu’une lettre , c,par exemple, onia résout par lune 
ou l'autre des méthodes données dans les chapitres précedens. 
Soit donc l’équation 

x 4 -f- 5 a*x* -f- 7 céx -j- 1 1 = o 

dont tous les termes sont de quatre dimensions; on supposera 
x = ay , et , par cette hyppthèse, on passera à l’équation 
numérique 

y 4- 5 /* + 7_y + 1 1 ^ *= ° ; 

* 

avant obtenu les racines de celle-ci , on les multipliera par a 
pour avoir celle» de la proposée. 

70. On doit observ er que si une équation dan? laquelle il 
ne paraît que deux lettres, n’était pas homogène , elle serait 
censé* contenir trois lettres ; c’est qu’ alors 1% troisième serait 
prise pour l’unité qui est sous-entendue. . 

71. Soit l’équation homogène 

-f- cfx + abx — a 3 — - £ 3 = o : 


c ' 
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on pourra appliquer à sa résolution la méthode des coefEciens 
indéterminés , ensorte que , supposant b < a , on fourra 
poser 

x=A + Bb + Cb 2 +Db 3 + etc. 

A , B , C , D , etc. étant des coelllciens , fonctions de a et de 
nombres, qu’il s’agit d’évaluer. On a d’après cette hypothèse 

x 3 =.A i + ZA 2 B.b + 3AB' ) b* -f B 3 ï é 5 4etc. 


+ 3 A 2 C V -f 3 A 2 D l 4 etc. 

j 4-6 ABC l 4 etc. 

4 - à 2 x 2 xz a 2 A 4 a* Bb 4 o. 2 Cb 2 4 o 3 Db 3 4 e * c - 
4 abx = 4 o Ab 4 aBb 2 . -j- a C b 3 4 etc.. 

— 2 g 3 = — 2 a 3 

— b 3 =. \ — b. 3 


et , j*rce que la somme des premiers membres est nulle, il y a 
lieu aux égalités 

A 3 a 2 A — 2 a 3 = o 
5 A 2 B 4 o. 1 B 4 a A — o 
3 AB 2 + 3A 2 C + a 2 C + aB — o 

B 3 4 3A 2 D 4 & ABC a 2 D-\-aC — 1 = 0 
etc. 

La-première est satisfaite par la supposition 

A=°-, - 

cette substitution faite dans la seconde , la réduit à 
3 a 2 B 4 B 4 — 0 , d’où B = — j. 

Ces valeurs de A et de B portées dons la troisième , donnent 
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analyse 


C=z 


on déduit la quatrième 


D 


64a * 
i3t 


On trouve donc 


5 12 a 1 


i3i b 3 


b , 

» ^ ~ *“ 4"*" 64 »"*" 5ia a“ 


+ etc. 


série convergente. . 

On remarquera qu’on a déterminé le premier coefficient A 
par la résolution de l’équation 

A 3 -f- a> -d — 2 a 3 = O , 

résolution qui a été facile. Mais si l’équation n’admettait pas 
de racines commensurables , on obtiendrait A par approxi- 
mation , en posant d’abord 

A = a A ' , * 

hypothèse qui donne pour transformée , après ayoir divisé 
par a 3 , 

A' 3 + A' — 2 = o , 

t 

Dans le cas de b^> a , on supposerait 

x c= A -f- Ba -J- Ca 3 -f- Da 3 -j- etc. 
et , opérant ainsi qu’on vient de le voir , on trouverait 


A=é,B=-^,C=. 


'3 b’ 


55 

Z) = 8 ry- etc - 


d’où résulte 


x 


, a a* 55 a 3 

= i “3-3Î ,| -^“ etC ’ 


Digitized by Google 


série convergente. 


ALGÉBRIQUE. 1C)3 

ya. Les équations quç contiennent plus de trois lettres, 
peuvent se traiter à-peu-près de la même manière ; mais la 
difficulté consiste à découvrir ceux des termes de l’équation , 
qui sont les plus grands et qui déterminent la loi suivant la- 
quelle doit descendre la série. Nous allons résoudre la ques- 

, ' • '.LJ' " 1 ' » 1 '« 

tion par une autre méthode. 

Soit l’équation l 

x 3 — acb m x* — a 6 b * 

+ a*b 6 

-f- c d 

dont on demande les racine? Çnie.s., si elles sont commensu- 
rables , et en suites infinies , si elles sont incommensurables. 


x a* b 4 == o (ij 

-) -a? bp 
— 2a*b 3 e 


D’abord 'on supposera x=a m , et si l’on est tombé sur une 
racine de l’équation , nécessairement après avoir ordonné le 
résultat par rapport aux puissances successives de la lettre a, 
les coefficiens de ces puissances seront égaux à zéro ; mais on 
conçoit que , pour qu’une telle réduction ait lieu, il faut que la 
puissance m de a soit telle qu’il n’y ait pas dans le résultat de 
la substitution , un terme unique de plus haut exposant de 1 la 
lettre a , parce que ce terme ne pouvant se réduire avec aucun 
autre , sa destruction serait impossible. Soit d’abord , par 
rapport à la proposée , x — a'“\ et on aura cette ligne des plus 
grands exposans de la lettre a 

• a 3 " , a ai , a' 6 , a* ; * 


‘cette supposition n’est pas admissible , parce que a 3p est le seul 
terme de son espèce. 



donnent 


f a’ 5 , a" , a" , ql 
\ a'% o9, a'° , a®. 


hypothèses qui doivent être reietées , parce que les termes 
à ' 3 et a 11 ne se trouvent pas répétés. Soit enhn x — aj 3 > d’«ù, 
yfnalyse. N 
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résulte , pour la ligne des plus grands exposans , 

a», a 7 , a9, a 8 , 

supposition admissible , puisqu’elle fournit deux termes qui 
renferment la plus haute puissance delalettr^a, et qu’ainsi 
les tenues de a$ peuvent se détruire. Ces deux termes sont 

«s — i* as : 

or , si l’on eût supposé 
. x = k c 3 , 

k étant une indéterminée , la condition 

k 3 as — k b % as = o 

aurait donné 

+ b ; 

donc + b a 3 est le premier terme de deux des racines de l’é- 
quation proposée. Soit x — a a , ce qui donne pour la ligne 
des plus hauts exposans de a , 

a 6 , a 5 , a 8 , a 8 , 

et faisant , comme dans l’exemple précédent, x= ka* , le3 deux 
termes de a 8 seront 

— kb* a* b4a* = o, d’où k = b*i 

donc a* b 1 est le premier terme d’une troisième racine de li- 
quation proposée. Toute autre supposition serait à rejeter, en- 
sorte qu’on ne trouverait que trois racines, ce qui doit arriver, 
puisque la proposée n’est que du troisième degré. Nous verrons 
bientôt comment on trouverait les termes subséquens des trois 
séries qui expriment les trois racines. 

Soit, en général , l’équation 

a" ' 1 x™ + c*' » x m ' + a n “ ) x m0 + a n " 1 x mm 
-}- etc j etc) -f-etcj -j-etc { etC ° 

A • - . 
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la ligne inférieure contenant les termes sous-ordonnés , par rap- 
port à la lettre a : on demande quelle puissance de la lettre a 
il faut substituer à la place de l’inconnue x pour que deux 
termes aient la plus haute puissance de la lettre a. Si l’on 
suppose 

x — a', 

la proposée deviendra 

a"+”' -f- a " 1 ' Hn '' -f- a "" +m " e etc. = o. 

-j- etc. 4* etc. 4~ etc. * 

Considérons deux exposans quelconques, par exemple , 
n 4- me et n! -f- m!e : suivant qu’on aura 


n -f- me > ou = ou <[ n' 4- m'e , * 

on aura aussi 

^ - n ' — n 

e>ou= ou <T .. 

^ m — m‘ 


Soient maintenant Am — m , Am! —m! , mn — n , m’a' — n' 
et menons une ligne NM qui fasse avec l’axe des abscisses un 
angle dont la tangente trigonométrique = e : si cette ligné 
marchant parallèlement à elle-même , jusqu’à rencontrer le 
point n , laisse le poindre' en dessous , alors on aura 


Fig. 

4«t5. 


e > 


n' — n 
m — m 1 


ou n + me > n' 4- m'e. 


Si cette parallèle à MN passant par n , laisse le point n' en 
dessus , on en conclura 

e n n „ _i_ me n! 4. m ' e ; 

m — m. 

Si la parallèle rencontre les points n et n ! en même temps , 
la substitution x=o' donnera deux termes de plus grands ex- 
posait égaux. 

Généralisant le procédé, prenons pour abscisses les ex- 

N n 


1 
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posans de.r, et pour ordonnées correspondante», le» plus haut» 
exposons de a dans chaque coefficient des puissances succes- 
sives de x. Si on veut avoir deux termes qui renferment la 
Fig. même plus haute puissance de a , il faudra incliner la ligne pas- 
<>• sant par n , jusqu’à ce qu’ elle rencontre un autre point situé de 
telle manière qu’elle laisse tous les autres en-deçà , par rapport 
à l’axe des abscisses : alors la tangente de cette inclinaison sera 
la puissance cherchée de. là lettre a : on obtiendra donc le 
premier terme d’une des racines, en égalant à zéro les 
deuü termes correspondans de l’équation, et tirant de là la va- 
leur de x en a. Par exemple, dans l’équation ( 1 ) , on aurait 

Am — mr=3 , mn =ni=o,^m' = m'n' = 3,m'n' = n' = i, 
Am"= m"— i* , m"n "= n"~ 6 , Arn. f ~ m"—o , m"n*=n , '= 8 : 


les points n'et n w doivent rester au-dessous delaligne ma", parce 
que des proportions 


mm" ; mm' 
mm" i mm " 


m"n * î y \ 
m" n“ : z f 


on déduit 


y = 3 ~> m' a 1 
z = 9 > m*V ; 


donc il faut égaler à zéro la somme des deüx termes qui con- 
tiennent a avec les exposans ra= o et n" — 6, ce qui donne 

x 3 — a s b* x — o d’où a ; A + a 3 à 

comme on l’a trouvé plus haut; d’ailleurs on aurait la tangente 
trigonométrique 

e = — — — j = s— - — =3 , donc a* = a*. 

Pour obtenir une autre valeur de e , on inclinera la ligne passant 
par le point n" , jusqu’à ce qu’elle rencontre un autre point, en- 
sorte que dans cette position , elle n’en laisse aucun au-dessus 
d’elle , et s’il arrive qu’alors elle passe par trois points , on éga- 
lera à zéro la somme des termes correspondans, ce. qui doAnera 
Us premier* termes d’autres racines, etaûrsi de suite à l’égard 
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de tous les points qui se trouveront sur le périmètre de ce poly- 
gone. Dans l’équation proposée, comme le point n" est le seul ' 
à la gauche de n" , on égalera à zéro la somme des deux terme* 
correspondons , ou de ceux dans lesquels la lettre a est affecté* 
des exposans n" = 6 et n" = 8 , et qui sont 

— a 6 b*x -f- a* — o d’où x = a* b*, 

ainsi qu’il résulte de la première méthode. On trouverait pour 
ce cas 

e‘— J = a, d’où a’ = a* , , 

isubstitution déjà conmie. 

y3. Il est aisé maintenant de se rendre raison de la règle 
suivante, donnée par Newton, dans son arithmétique uni- 
verselle. 

Pour résoudre une' équation littérale, On mènera, à angle 
droit, deux lignes AX, AY qu’on partagera en autant de par- 
ties égales qu’il y a d’unités dans les plus hautes puissances de 
x et dey que nous prendrons ici pou? a ; puis après avoir coor- 
donné tous les. ternies de l’équation proposée horizontalement , 
par rapport aux puissances de x , et verticalement par rapport à 
celles de y, on placera tous les termes qui sont en tête des co- 
lonnes verticales, dans les cases de même x et de mèmey, et 
au moyen d’une règle, on trouvera, sur-le-champ, tous les 
termes des équations partielles, qui fournissent les premier» 
termes des racines. Faisant une application de ce procédé à l’é- 
quation ( 1 ) , dans laquelle on changera a eny, on trouvera que 
les lignes qui passent par les cases y’x 3 et y 6 .v,y 6 x et x r y l , 
laissent tous les autres termes en dessous , et on doit poser 

x* — i*y G x — o 1 4 x = + b y 3 

— •b a y 6 x-\-b i y % — o f ° U ^ x=Z> a y“ 

r- t 

résultats obtenus précédemment. r 

Reprenons la formule 


N 3 
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et posons l’équation 


n — m 
e — 



= 0 < 


comparant le premier terme avec chacun des suivans, on for- 
mera la suite des valeurs de e, en divisant la différence entre 
l’exposant de a , dans le second terme comparé , et celui de la 
même lettre dans le premier terme , par la différence , prise en 
sens contraire , entre les exposant de x , ce qui donnera la 
suite des fractions qu’on voit au-dessus de la première ligne 
horizontale de la proposée ( on doit faire abstraction des au- 
tres termes qui ne sont que sous-ordonnés). Les plus grandes 
valeurs de e correspondent donc aux termes — g a 7 x et a 8 , 
ce qui veut dire que les extrémités du premier côté du poly- 
gone répondront aux ternies ax 5 et — Sa 7 x , et que celles du 
second côté aboutiront aux termes — 8 a 7 x et a 8 , ensorte 
qu’on doit poser les deux équations 


ar' — 8 à’x — o | 
— $ a 7 x -J- a 8 = o J 


d’où 

Ol I X : 


î 4 

x a & 


a 

8 ’ 


et comme admet quatre valeurs , on aura de cette manière 
les premiers termes des cinq racines de la proposée. 

Nous procéderons à la recherche de quelques termes des ra-. 
cines de l’équation 


1 s 

~ r 

m y 3 — x^v — mx 3 = o 


résolue par rapport à y. En appliquant la règle donnée ci- 
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dessus, on trouve 

my 3 — x 3 y = ol d où < y = ± m x + etc. 
x 3 y -f- mx 3 = o J * _y = — m -f- etc. 

* 

Pour avoir les seconds termes, on supposera 

j 

* x' •+• z; 

cette valeur substituée dans la proposée, donne, toutes réduc- 
tions faites 

i 1 i 

» ,i j 

i î • 

m z 3 + 3 m* x* z* -f 2 3:3 z — mx 3 = o (^) 

d’où on déduit 

i j 

mz 3 -f- 3m* a:' z -f- si* = o (/?) 

ax 3 z — mx 3 = o (Z?') 

(5) donne 

_i î î 

z = — m * x' et a = — a m 3 x ™ 

valeurs à rejeter, parce que l’une substituée pour z dans jy, 
donnerait zéro , et l’autre rendrait le premier terme de la se- 
conde racine : on tire de (Æ') 

Z =+T* 

second terme de la première racine. 

La substitution dans la proposée de 

- I 1 

y — z — m ’ x* 

donnerait pour transformée en z 

1 JL \ ’ 

i M 

m z 3 — 3 m' x' z 3 -f- z x 3 z — *mx 3 — o (C), 

‘ ‘ N 4 
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et, d’après la règle, 


in z* — 3 m’ x‘ z -|- a jr 


■ s_, 


ars — mx’ = o 


d'où résultent dabord 

z = +am % x* , ~m 1 x' , 

valeurs à rejeter de la seconde racine : on aurait ensnite 


• m 
(û> 


z — 


m 
a ' 


On connaît donc déjà les deux seconds termes des deux pre- 
mières racines. Faisant ensuite dans l’équation donnée 

m y — 771 -J- z ; 

en àurà’pôùr transformée 


m z 3 — 3 m* z a — 


* z* — x* 1 z — m* = o 
+ 3 m’ j 


(£) 


et appliquant la règle , on trouve 


x 3 z -j- m* = o 
* Nous avons donc déjà trouvé 


i z—±m ! x‘ valeurs à rejeter. 
)■ d’oïl <! m* 


x 3 ' 


t ' î __ 

“ j T m TU 

y = Th *x % — + etc. 


y = — 771 -j- -j- etc. 

m* 

y=— m— + etc. 
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Nous procéderons maintenant à la recherche des troisièrnès 
termes et , à cet effet , nous ferons dans ( A ) 


m . 

z = -+u, 


çe qui donnera 


* 

? 

» t 

5 


u -f-i m * x 
m* 


— o ; 


8 


m u 3 + 3 m 1 x 1 J u 4 -f- a x 3 

-f*T m. 1 > + 3 m 1 x T 4- 

* 

donc , d’après la règle, on aura leséquatib ns • . 

* I r 

m u* + 3 m 1 x l u -J- ax 3 — o , 

i J. — -i 

ax*u-f-i m’r‘ = o, d’où u =: — f/n'x *; 

» 

la première équation devant être rejetée parce qu’elle est la 
même que (Zf) . Pour trouver le troisième terme de la seconde 
racine , faisons la même substitution pour z dans l’équation (C) 
qui donnera 


m u 4 


3 m' x 1 

*+W 


1 + a x S 

i . i _ JL 

— 3 m 1 x 1 


fie laquelle on tire les deux suivantes 


1 
« 

i i 

n — ^ m 1 x* =o 


+ 




mu 4 — 3m’x 1 ii + 3i J =:e 

I i 

ax 3 rt — 4 m x x 1 — o. 
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La première répète l’équation (D) et la seconde donne 

■î -i. 1 

u — j m~ x * . 

/ “ 

Passons enfin à la recherche du troisième terme de la troisième 
racine , et pour le trouver , faisons dans (E) 


z— u 


x> * 


on parviendra aux deux équations 


mu* — x 3 ~ o I • I u—m 1 x’t 
\ d’où < 

! «+3m 7 ar 3 = o J ( u = — 


valeur déjà trouvée,; 


Ensorte qu’on aura 


i , m , 4 -J . 

y xz m x 4 — fm x + etc.. 


771 


i _ y 


y— — 7» ‘iN '-f-etc. 

J . a 


m* 3/n 7 


etc. 


En continuant de cette manière , on trouvera , sans peine , au- 
tant qu’on voudra de termes suivans. On remarquera que les 
équations qui fournissent les valeurs de z , u, etc. doivent tou- 
jours être du premier degré ; car , autrement , elles donneraient 
plus de racines que n’en comporte la proposée. 


i 


j 
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CHAPITRE 


X V.* 


Dèveloppemens en séries des quantités expo- 
nentielle et logarithmique. 

7 4 - Soit l’exponentielle a x à développer en une série procé- 
suivant les puissances de x ; j’écris a sous la forme d’un bi- 
nôme i + Cu-i) , ensorte que 


a 1 = { i + ( a — i ) J* , 


d’où 

{ 1 + («-!>} 

X. (x I ) ( X 2 ) 


, -f x ( a— 1 )-f - ( y ■■■■■ 1 (g— i )» 


+ 


1. 2 
3 


2 . O 


(a — i ) 3 -f- 


et ordonnant par rapport à x 

x \ S r \ (a— 0* . (a— O 3 (a— O 4 , . 

C*=I+X / (g— l) — ■ — g + - 5 +ctc. 

+ { } + * 3 { } + etc (5) , 


d’où l’on voit que l’exponentielle a 1 peut très-légitimement être 
supposée égale à une série procédant suivant les puissances 
de x. 

Soit donc 

a x = î -f- Ax-\~ Bx % -f- Cx 1 -f- D r* -J- Ex 5 -f- etc. 

Pour évaluer les indéterminées A, B , C , D, etc. on partira de 
cette propriété dont jouit l’exponentielle a x de donner des 
résultats identiques en faisant x — ax , ou bien en élevant de 
part et d’autre au quarré : dans le premier ca« on a 


a’* = i -f a Ax + 4 Bx* + 8 Cx J -f 1 6 Dx* -f 3a Ex» + été. ; 


\ 


! 


* ' 
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et dans le second 


i iî 11 i ï i k 


# 

r =i-fa4r+2tf +«Q c s 4-aDJxt + aEîx* 

^-aAlA- -j -a4C\ -\-aAD^ -f- et*, 

^ ^4. n % } + a£6’5 


Egalant les coeîTiciens des mêmes puissances de cr dans les deux 
membres de l’identité précédente , on trouvera 


JD= - A* 
, a 


C--\ A> 

a:3 


D — — =-7 ^ 

a.o;4 


£== 


a.3.4.5 

etc. 


y/ s l 


donc 


A'r* 


a*=.i+Ax + — — 4- : 


yPa* 1&-. v* A 5 ** , 

3 T 3 : 4 + 5:345 + etc 


a . 3 


CO 


A étant le coelliciéit 3 e x, on a d’après la série (Z?) 


\ 




(D) 


et de l’hypothèse de x — 1 dans (C) , résulte 


“='+^+Æ + -£r+ iSirA**-*» 


Les .séries (£>) et (E) démontrant qu'il existe entre la base a 
et le nt'rokre A une telle relation, que l’un de ces nombres étant 
donné, o.‘ n peut toujours trouver l’autre. 

Soit e. la \ ’aleur numérique particulière de a lorsque A— 1 , 
on aura d'apfW* CO 
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•==1-4-1 -f — * 1 5-7 -t tw- T e. + etc . . . 

* 1.2 i.2.0 ' 1.2.0. 4 1.2.3. 4-5 * 

et d’après ( C) 


- . . *• . X 3 xf a® 

t l4- c H 4 ~-i 4 ' — '<z~t H r. / r 

2 1 2.3 2 . 0-4 2 . 0 - 4-5 


4 - etc 


en 

(G) 


Ce nombre e n’est autre chose que le nombre 2?-f- 1 trouvé 
( 1"' section n° 84). £n évaluant la série (F) , on trouve • 

« 

e— a, 71828 18284 59040 2353S 02874 etc. 

Si dans la série (G) o« fait x — A, on obtiendra la sui- 
vante 


:i 4^4 - 


A 3 


A* 


+ 2.3 + 2.3.4‘ 




2. 3 . 4 . 5 


4 etc. 




laquelle n’est autre chose que la série (E). 

On a donc , d’après les séries (£) et (A"’) , entre la basa 
quelconque a , la base particulière e et lemombre A, cette rela- 
tion 

* 1 

> A i> . A. , . 

e = a, d ou a —e. 

Si l’on prend de part et d’autre les logarithmes pour la base a, 
«n aura ' ■ 

4-^log.e, d’où A, = 4— — . 

A , log, e 

- r 

Si ces logarithmes appartiennent au système dont la base est 
• , employant alors une autre caractéristique l pour les repré- 
senter t on écrira 

l a = 1 , d’où A =? la ,• 

A 

parce que le logarithme delà base est toujours l’unité (1"' 
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n° ig 5 ). On se rappellera do^nc 91e la est le logarithme ‘de la 
base a, rapporté au système des logarithmes de Neper, qu’ou 
nomme communément logarithmes naturels ou hyperboliques. 
Lorsque a devient e , on a 

A~\. 

Faisons a = 1 -f- b , et mettons pour A sa valeur dans 


il viendra 


A — La 

/(1 + b) =b — ^ + y — ^--4- etc. 


A l’effet de rendre cette série convergente , et par conséquent 
propre à l’évaluation numérique des logarithmes , nous y chan- 
gerons b en — b , c^u résultera 




P P 


+ etc. 


2 3 4 

et retranchant le second développement du premier , il viendra 


l 


Posant 


/1 +b\ f , , b 3 , P , P , 

Ct=ï) = 3 { b + y + T + T. +etc- 


1 + b u ,, , , u 

T = 1 -f - , d ou o — ; — ; 

i —b n an -f-u 


et substituant dans la précédente, on obtiendra 

.s 




+»( 40 +-- 5 * 


mais réduisant 1 + - «u dénominateur n . on a 
1 n * 


'0 + 0 =l 


donc faisant u = 1 , on aura 
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i( n +0=6i+ 3 |-^+g(~) +^(--L-) + etc j 

série d’autant plus convergente que le nombre n sera plus 
grand ; les logarithmes qu’on en déduira seront rapportés à la 
• base e. Si dans la série précédente on fait n =4 , puis n — 1, 
on calculera 

/. 5 = 4 + » {5+ 3^ + T5? + ' k - ( 

, ' 3 = 3 { 3 +rpj 3 + 5"(3) 3 + ' tc ' ( 

desquels on déduira 

l . 10 = 2, 3 o 258 50929 94040 68402, etc. 

=\?, 43429 44819 o 325 i 82765, etc.. 


Bt 


Nous avions trouvé ( 1"* sect. n° 21 1 ) la relation a x — e x ' : 
si l’on prend de part et d’autre les logarithmes pour la base « , 
on a la relation 

xl.a=zx?, d’où log. n= -- : n 
0 l . a 

log et l désignant les logarithmes d’un même nombre, rappor- 
tés aux bases a et e. Dans le cas de a= 10, le facteur 7^- 

l.a 

est celui que nous avons calculé plus haut. Si donc on introduit 
le module ^ dans les séries trouvées précédemment , on aura 
pour la base a 

l°n-C B + + «*=.} 

Le développement # 

, A» A3 n 

L ( 1 +b) =*b — + -g; -j- + etc. , 
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•a y introduisant le, module 


et supposant 
devient 



1 -f- i —.y d’où b —y — î 


log. y = Çv-0-iO'-0 , + 7ÿ->)* + ^C. 


Mais cette formule n’est convergente que lorsque le nombre _y 
dont elle donne le logarithme , est peu différent de l’unité : aussi 
n’est-elle d’aucune utilité pour le calcul des logarithmes ordi- 
naires. Le moyen suivant donné par Lagrange ( tome X des 
Écoles Normales ), est propre à la rendre convergente pour toiu^ 
les nombres. 

Puisque 

log \ /y — i log_y, 

•u aura par cette substitution dans la série précédente 

108 y~Zi^} v y ~~ 1 ) — * (Vy — 1 )*+s.(Ky— i ) 3 — 

ou l’on peut prendre pour r un nombre quelconque positif 
ou négatif. Quel que soit le nombre y, on peut toujours en 

prendre une racine d’un degré r tel que \/y soit un nombre 
aussi peu différent de l’unité que l’on voudra : ainsi la for- 
mule précédente donnera toujours la valeur de log y avec 
toute l’exactitude qu’on pourra desirer. Si l’on prend r 

r 1 

négativement , alors |/y devient , et la série qui expr'upa 

Vy 

log y devient, en changeant les signes , 
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lo g y=-^\ 

T'-rW 1 -- Y + *( 


« 


Lv | /y) \ Vy) 

V Vy) J 

4 

, 


Le nombre y étant plus grand que l’unité' l /y sera plus 
grande que l’unité , et conséquemment on aura les deux iné- 
galités 

f ! 

J /y — 1 > o et 1 ]> o , 

Vÿ 

et y étant moindre que l'unité , 

r i 

j/y — 1 < o et î < o. 

yy 

Mais les différences seront d’autant plus petites que l’expo- 
sant r de la racine sera plus grand. Si le nombre a est la 
base des logarithmes , on pourra par les mêmes formules dé- 
terminer aussi exactement qu’on voudra y la valeur du mo- 
dule — ; car en faisant y=a et log a — i , on aura 


A = r£(i/a— 1 ) — £ ( ]/a— î + | ( ya— t ) 3 — etc. ] 
ou bien 

Il est clair que les deux séries qui donnent log y , seront 
nécessairement convergentes, quand on extraira de_y une racine r 


telle que j/y — î soit une fraction plus petite que l’unité ; 

ar alors t — 

Analyse. 


car alors î — —î— sera une fraction plus petite encore , \/y 
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étant à très-peu-près l’unité, puisqu’on a 


= y'y - 1 . 

y y vy 

dans ce cas, la première série donnera 

Hy < ( v'y— 1 ) 

et de la seconde on déduira 


log y 



Ainsi on - a deux limites pour la valeur de log y , qu’on 
peut resserrer autant qu’on le veut , en prenant r toujours 
plus grand ; ensorte que dans le cas de r infiniment grand , 
il est permis de regarder l'une et l’autre des formules pré- 
cédentes comme l’exacte valeur de log y. 


C’est sous cet aspect qu’on peut dire qu’à un nombre 
donné répond toujours une infinité de logarithmes , puisque 
sa racine infinitienne a nécessairement une infinité de valeurs 
différentes ( Chap. XII ). 

Supposons donc que l’indice r soit pris tel que la racine r 
de y ne contienne que l’unité avant la virgule , et qu’ après 
la virglile , il se trouve s zéros ; alors , si l’on s’arrête à a s 
décimales , le terme (y' — î )* , et , à fortiori , les suivant 
ne donnent rien , de sorte qu’on a dans ce cas 


bgy = -j (yy— O et A = r(^a — î ). 
Ainsi , prenant r = a 6> , on trouve , pour a = io , 
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t ' 

y/a=z \ , ooooo ooooo ooooo 00199 7174a o 8 ia 5 5o5a7- • • • 
-=o, ooooo ooooo ooooo 00086 73617 07988 4 o 354 . . . . 

de sorte que l’on aura 

1 1 i 86736173798840354 

A r , 199717420812550507 

l /a — 1 

=•0, 434®9 44819 o 3 a 5 i 

Si l’on veut avoir le logarithme de 3 , on fera y — 3 
et employant de même soixante extractions de racines quar- 
rées , on trouvera ) 

u 

\- y=i , ooooo ooooo ooooo 00096 2894a 64074 58 g 3 a, etc. 
et de-là 

95289426407458932. . . . 
r 199717420812550527.... 

l/a — 1 

= 0 , 477 13 12547 19662... 

Cette méthode est , comme l’on voit , très-laborieuse par 
le grand nombre d’extractions de racines qu’elle exige : mais 
les séries que nous avons données ci-dessus servent à la sim- 
plifier et à la compléter ; car , quel que soit le nombre y , il 
sufiira d’en extraire quelques racines quarrées , jusqu’à ce 

qu’on p((vienne à un nombre l/y qui n’ait que l’unité avant 

\ - r 

la virgule ; alors les puissances de 1 /y — 1 seront des frac- 
tions d’autant plus petites qu’elles seront plus hautes : par 
conséquent il suffira toujours de prendre un certain nombre 
de termes de la série pour avoir les logarithmes exacts jusqu'à 
tel nombre de décimales qu’on voudra. 

O a 

% 
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y5. Cette méthode très-simple , est celle qui fait trouver 
de la manière la plus abrégée le logarithme d’un nombre 
quelconque que l’on cherche isolément. Mais dans le travail 
de la construction des tables , où un logarithme déjà trouvé 
peut servir à trouver les logarithmes suivans , la première 
équation transformée par des substitutions, donne des séries 
plus faciles à calculer. 

Soit d’ÿbord 

a 

y — t = -j 5- '» 

J n J — on 

mettant cette valeur dans le développement de log y , on aura 

. 7t 3 — 3n -1- a 

l0 ë nï — 5n =» 

i { (n 3 3n) “* (n 3 - 3n) + 3 G 3 - 3n) ~ CtC ' } 


Soit ensuite 


•n aura 


y — 




n 3 — 3 n 


log 


! — 3re — 2 
n 3 — 3n 


7â{ — (n 3 — 3n)”~*(n 3 — 3n) — 3n) 

et soustrayant la seconde équation de la première , 

, n 3 — 3n-(-2 n 3 — 3n — 2 , n 3 — ftn-4- a 

% „3_5„ -1 °s ~3_5„ =105 


+ * (^3^) +i (^3^) + etc }- 


Mais on trouve que 
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donc 
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n 3 — 3/i 4- a _i_ ( n — i )* (n + 2 } 
n ? — 3/i — 2 (n^f-i)’ (/t — 2 ) 


si 5 


log 


71* 3/1 -f- 3 


= 2 log ( 71— 1 ) + log (71 -fa) 


. 1 * 3/1 2 

— 2 log ( 71 -f 1 ) — log ( 71 — 2 ) ; 
reportant cette décomposition dans la formule précédente , on 


aura 


l°o( 7l + 2 ) — — log (rc — 2 ) -J- 2 log (/i-f * 1 )•— 2 log (rc — 1 ) 

+ Ta ) " H C?=3 ïï) + 1 C?^3ï) + 6tC ' }‘ 

Pour calculer les logarithmes au moyen de cette formule , 
on donnera successivement à 71 les trois valeurs' 3 , 4 et 5 ; 
on aura donc trois équations qui contiendront log 3 , log 3 
et log 5 , et les combinant convenablement , on trouvera 

losa = i[ 5 0+ Tp* 5^ +etC -') 

3^ + T^6 5 +etc, )"" 3 (T6T + 3. 161 ^ '§7TSl 3+ etc )1 
los3 = i[ 8 0 + 3^5+ + "•* . 

+ 6 (^6 t '3.aS 3 1 5 . 2 S 5 +etC ’)~ 4 (t 6T+3TS? + 3^6^ + etC )] 

los 5 =i [ 12 (» + 3V 3 + 5^ + etc ) 

“ ,_8 C^G + 3T56 3+ 5.26 5 1 etC ’) -S (T67 + 3. iGr 3+ 57r67 3 + etC )]‘ 

Ensuite cherchant les logarithmes des autres nombres pre- 
miers , on aura • 

O I 
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log 7 = log 3 + 2 log 6 — a Iog 4 

"*■77^ (55 3T553“ f "5T55 â_h etc ) . 

log 1 1 == log 7 ~f- a log 1 o — a log 8 

+ 77 " ( 357 + 373573 + 51557 * + etc ■ ) 

log 1 3 = log 9 + a log i'a — a log 1 o 

+ 17 a (§45 ^ 3764^ + 5764^ + etc ') 

I 

log ?7 = log i5 -j- 2 log 16 — 2 log 14 

+ 777 (76^ + 3Tr6^+57766'5 s ' +etc )' 

D’où l’on voit que chaque logarithme est donné par une 
série ta' s-convergente et par trois autres logarithmes connus : 
en effet, ai) moyen des logarithmes de 2, 3 et 5 , on trouve , 
par de simples additions , ceux des autres nombres jusqu’à 7 , 
ceux des nombres entre 7 et 1 1 , entre 11 et i3 : on aura 
donc ainsi les logarithmes des nombres premiers et par con* 
séquent ceux de tous les autres nombres. 

Si dans la formule 

1 t . b* b 3 b* y 

Hi'+b')= Ti \b— T + - -j-j + etc. } 

on fait successivement 

etC \' 


1 1 7 1 

b — — et b — — - , 

n n 


on trouvera 


1^1 1 3 

log(n + i) = log n -f- 7 ~^-~ + ^5- 
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lO! 


,(n_0==loga-^|l + ^ + ^+^- 4 + etc.J; 


Supposons successivement n— i o,= 1 oo,—i ooo, = 1 0000, etc. 
nous aurons lès logarithmes des nombres g, 11 , gg , 101 , 
999 > 1001 > 9999 » 10001 etc - 

De ces premiers logarithmes , on déduira sans peine ceux 
de leurs multiples et de leurs rapports mutuels : on aura, par 
exemple , 

log 3 = i logg = i J — — - — H -- 1 - +7~ 1 - etc.^ 

b 03 a/.a\io ' 200 ' 3 ooo ' 4 0000 / 

Nous terminerons ce qui concerne cette "théorie , par l’expo- 
sition de quelques formules remarquables en ce quelles donnent 
par un petit nombre de termes, les logarithmes des nombres 
au-dessus de iooo, avec toute l’approximation désirable. 

A cet effet, nous reprendrons la série 

,0 §(^)= a ^{ z ’ + T+T+7 + etc } . 

dans laquelle M représente le module : si l’on suppose 

î-fè x % . , i 

r = -s , d ou b — - — - , 

t — b x * — 1 ax’ — 1 


«ette série devient 


■a.v(— 1 — 

\ ax* — î 


1 "s(ÜÈï)= 1 »s(;Êl)= 

+■ etc. 'J ; 


3 (ax a — î ) * 5 (ao:* — 1 ) 5 

o 4 
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d’où l’on déduit 
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log X 


__log(x-f-i)-)-log(-r— Q 


-m{- 


tax 


1 3 ( 2X* — 1 


-f-etc 


série très-convergente , au moyen de laquelle on résoudra fa- 
cilement la question suivante : 

Étant donnes les logarithmes ' des nombres premiers au- 
dessous de i ooo , avec 1 5 décimales , trouver les logarithmes 
des premiers nombres au-dessus de 1000 avec 12 décimales au 
moins. 


Lorsque x est un peu plus grand que 1000, le ternie 
jy 3 équivaut à peine à 

. 1 

24000 00000 00000 00000 ’ 

on peut donc le négliger, et on aura 
log x __I°g O+O^-logCf — O + 


Si au lieu de M 




on prenait M 


reur serait exprimée par la différence 

M C (ax 1 — 1) (2x* — 2) ) ’ 


(ax 3 — 2) ’ 


l’er- 


donc, dans le cas le plus favorable, c’est-à-dire , lorsque 
x excède 1000 de très-peu d’unités , cette erreur serait d’en- 
viron 


o, 434 2 9 

—, = 0, 00000 00000 001 : 

400 00000 00000 

ainsi, pour avoir 12 à 1 3 décimales exactes, il suffit de re-» 
courir à la formule 


Google 
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, 0SI= hc*+.)+H(*-> + K_^_) 

_ i"g(j+0 + ios(j— 0 1 /** 7 ^ \ 

— 2 + Vxx+o(x— iy •••'• 

mais x étant un nombre premier, les facteurs x-j^i etx — 1 
seront des nombres pairs et se décomposeront toujours en 
facteurs plus petits que x; on pourra donc trouver leurs loga- 
rithmes avec i 3 décimales, et on aura déjà 

log (x-f 1) +log (x— 1) 

2 


A l’égard du terme 


M 


- — - — . , . , on peut en calculer la 

(x+i)(x— 1) 

valeur numérique par les tables de logarithmes ordinaires , en 
prenant le logarithme du module M avec 7 décimales seulement, 
et retranchant de ce logarithme celui de 2 , le reste sera un 
logarithme constant , dont on soustraira celui du dénomina- 
teur qu’on a déjà. Or , d’après ce qui a été dit sur les caracté- 
ristiques négatives , ( i‘ ,e sect. n°2C9) 


log M— 1,63778 43 
log ' x M = 1,33675 4 ^; 

donc 

lo S ^ ^ ï )(x—i ) } = ‘> 35 *7 5 43— DosC-r+O+^sC^— •)]• 

Soit, pour application x = 1 097 dont on cherche le loga- 
rithme avec 12 décimales : on a 


x -f- i = 1098 = 18 X 61 
x — 1 = 1096 = 8 X 137 : 

®n trouve dans les tables de Hutton , ou dans celles de Callet , 
sous le titre Tables de log. vulgaires et de log. hyperboliques , 
à 20 décimales , etc. 
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âlS 

log 18=1,35537 a 5 o 5 i o 3 î 
log 61 = 1,78533 g 835 o 108 

Somme — 3 ,o 4 o 6 o 33401 i 4 i 
« . log 8 = 0,9030899869919 

log 137 =3,13673 05671 564 

Somme == 6,08041 38943 634 
* somme = 3 , 04030 644 7 . 3ia = l££fî±±^lîZi 

log 4 Af— r, 33675 43 

Iog(*+i) 4 -log(* — 1) = 6,080,41 39 

■ \ 

logJJIZ— [log(*+i)+log(*— 1)] = 7 , 35634 1 4 = *og 0,00000 01804 433 

0,00000 01804 433 

log(*+i) + log(* — 1) , , , 

— — — — s = 3,04030 644 "! 3 ia 

Somme = 3 , 04030 66375 745=loga=log 1097. 


Ce logarithme ne diffère de celui de Hutton ou de Collet , 
que de deux unités dans la i 3 ‘ mt décimale. 

, Nous ferons connaître une formule propre à donner avec i 5 
ou 1 G décimales le logarithme d’un très-grand nombre , pourvu 
qu’on ait des tables de logarithmes des nombres naturels , 
depuis 1 jusqu’à 1000, calculées avec 16 décimales. 

A cet effet , on fera une fraction ayant pour numérateur les 
six ou sept premiers chiffres du nombre donné , et pour dé- 
nominateur l’unité suivie d’autant de zéros qu’il y aura de 
chiffres au numérateur -, puis réduisant cette fraction en frac- 
tion continue , par le procédé donné ( n° g ) , on cherchera 
celle des fractions intégrantes qui , sous des termes plus petits 

que topo , approchera le plus de la fraction donnée. Soit 


cette fraction qui peut être plus grande ou plus petite que 
le nombre donné ( n° 1 1 ) : nous la supposerons plus petite , 
et désignant par a le nombre donné , on posera l’équatioa 


a 


g ( 1 4 - * ) 

P ( 1 — x ) * 
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~ ' étant un nombre très-peu au-dessus de l’unité : on 
1 — x 

dédoit de là 

log a = log q — log p + log ( ) 

* ' c X? X 5 > 

= log <7 — log p+ aM | X 4- y + -g- + etc.j ; 


mais la fraction 


_ °P 


op + q 


étant très-petite , ses puissances 3 e , 4 e > 5 e , etc. pourront 
être négligées dans l’emploi numérique de la formule -, ensorte 
qu’elle se réduira . 


loi 


g a =logq — log p + aM ^ ). ■ . .(a). 

Faisons une application de ce moyen à la recherche de 
log sin o^, 55 $ ; 

Ç désignant le quart de la circonférence : on a 

% 

sin o ^,556 = o , 76649 3 oo 68 og 34 g 8 = a; 

! • 

après avoir formé la fraction 7 ^ 4.95 on opérera sur les 

1 1 000000 

deux termes comme pour en chercher le plus grand commun 
diviseur, et on trouvera la suite des quotiens 1 , 5 , 3 , 1 , 1 , 
5 , 1 , 4 qui donneront les fractions convergentes 

o 1 3 10 i 3 * a 3 128 îSi 732 

ï’ ï’ ï 3 ’ 17.’ 3 Ô ’ 167 ’ 197 * 955 / 

ensorte qu’on peut prendre la dernière pour une approxima- 
tion du sinus proposé. On aura donc 


Digitized by Google 



Ô20 


ANALYSE 


î — Z 3 ? 

P 955 ’ , 

Au moyen de ces données , on trouvera 

— S = 0,00000 o 56 u o 5665 7 : 
ap+q 

le cube de ce nombre aurait 18 zéros après la virgule, et 
conséquemment on peut le négliger 

2 71 / =o ,86858 8 q 638 o 65 o 3 6553 o 

a 31 . ZP rii — 0,00000 04873 961 5 g 5 

log q = log 732 = 2 , 8 G 45 i 10810 58031 g 
eompl. log (p— 9 55 ) = 7,01999 66284 i 6 a 5 a 7 

J^logsin o ^,556 =rg, 8845 o 81968 70805 1. 


La formule (2) donnerait encore le moyen de résoudre 
le problème inverse , c’est-à-dire , de trouver avec i 5 chiffres 
le nombre qui répond à un logarithme composé d’un très- 
grand nombre de chifTres. 

76. Nous passerons à l’exposition d’une formule remar- 
quable , en ce qu’elle donne par son premier terme , les lo- 
garithmes des nombres au-dessus de 1000 avec dix décimales 
exactes , lorsqu’on a d’ailleurs ceux des nombres précédens 
avec la même approximation. Pour cela nous reprendrons 
la série 





1 + b 
1 — b 


= = n d’où b = 


n — rii 
n-j- 1 ’ 


si on fait 
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*n obtiendra la suivante 




et posant n — — , ce qui donne 
<7 


P+q 


«n aura 


n — 1 = ‘ ? et n + i = 

q q 


,os Q)=û{ 


p—q 

p+q 



Supposons 

p = x4 — a5* 1 = i‘(^- 25')==x»(x+5) ( rc 5 ) 

q = x* — a5 x» + 144 = ( x* — 9 ) ( x a — iG ) 

= (*+3) (x — 3) (x+4) ( a? < — 4 ) , 


la substitution donnera 


3 log x -f log ( x + 5 ) -f- log ( x — 5 ) — Iog ( x + 3 ) 
— Iog ( x — 3 ) — log ( x 4 . 4 ) — log ( x — 4 ) 
2 p 72 \ \f 72 **l 

/.aLx-*— 25x a -f-7â^’ 3 \x 4 — a5x® + T-t) + etc -J> , 

d'où on déduira 

log ( x -f- 5 ) = log ( x -f- 3 ) -f- log ( x — 3 ) -f- log ( x -f- 4 ) 
+ log (x — 4) — log (x — 5) — 2 iog x 

“ djS-a 5 Î*+ 73 + } (i 4 - 25 x‘+ 72) + etc J 

Pour se faire une idée de l’approximation de cette formule, 
on fera x= 1000 : substituant cette valeur dans le premier 
terme de la série précédente, il sera, à très-peu-près , 
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0,00000 ooooo 7a 

et multipliant par le double du module , ou par on aura 

la 

environ o, ooooo ooooo 62 .... Si on évalue le second terme , 
on trouvera , après la multiplication faite par — 

o , ooooo ooooo ©0000 ooooo ooooo ooooo 1 1 , etc. 

Donc au moyen des tables qui. donneraient les logarithmes 
des j 004 premiers nombres avec trente décimales , il suffi- 
rait du premier terme de cette série pour obtenir ceux des 
nombres suivans avec la même approximation. La formule 
précédente est due au citoyen Haros , auteur d'une instruction 
abrégée sur les nouvelles mesures f avec des tables de rap- 
ports et de réduction. 

77. Reprenons la série 

on M représente Sa convergence diminue à mesure que 

n augmente , et l’on voit que la limité du décroissement des 
termes de cette série se trouve dans la suivante 

a M { 1 + i + l+i + etc. } 

parce que le rapport ^ s’approche de l’unité en même 

temps que le nombre n devient plus grand. Cette limite ré- 
pond à l’accroissement indéfini de n , et alors le logarithme 
qui augmente en même temps que le nombre auquel il ap- 
partient , sera lui-même infini. Ainsi la série précédente n’est 
pas convergente , quoique ses termes aillent en décroissant. 
C’est une remarque que nous avons annoncée (1"' seet. n° 97 ) 
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et qui s’étendait à la série suivante 1-K + T + T + Ï + etc. 
qui doit son origine à l’hypothèse de b s= 1 dans le déve- 
loppement. jyj 

log ( i — b ) = — M | b + ~ + -j*+ -J + etc - | 

trouvée précédemment. On a, dans ce cas , 

log o = — M { i + i + j + i + etc. }. 

Pour savoir ce qu’est log o , nous supposerons 



donc 




Mais d'ailleurs 



or cette expression est susceptible d’augmenter indéfiniment 
dans le sens négatif ; car plus le nombre z sera grand , plus 

log z le deviendra , mais aussi plus la fraction - deviendra 

2j 


2 , J 

petite et sera près de s’anéantir , plus approchera de 

Z 

se confondre avec l’unité. C'est dans ce sens qu’il faut en- 
tendre cette expression reçue que le logarithme de zéro est 
l’infini négatif. Alors la série — M \ i+t + j + ï+ etc. ? 
est le développement d’une fonction infinie. 

78. On peut parvenir immédiatement au développement de 
log (1 4-x) au moyen de l’analyse suivante, qui a quelqu’analo- 
gie avec celle qui nous a servi ( i trt sect. Chap. XVIII ) 
à trouver les déyeloppemens du binôme , de l'infini tonie, etc. 
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Nous supposerons, à cet effet. 


log (1 -j- i ) = 3/ [ i - f- Ax % -f- ZJx 3 -f- etc. ) 

A , B , C etc. étafft des coefficiens indéterminés , et M un 
nombre qui fixe le système des logarithmes. Cdnséquemment 

log ( 1 -f y ) = M { y + Ay* -f- By 3 + etc. } , 

en observant que pour x = o , log ( 1 x ) = o. Retran- 
chant le second développement du premier , on trouve 

1°S (j+y) { 1 + A Cx +y) + D (x»+xy +_>'*) 

-f-;C(x 3 +x*y + xy* -fy 3 ) + etc. } . 


Pour trouver un autre développement de log (^- soit 


l'+x , . x— y 

,+y ^ î+y* 


on aura , d’après le développement hypothétique , 

lo s(7qr) =1°S( 1 + z ) — M | z •+■ + etc. | 


ou 


La comparaison des deux développemens de log 
donne , après la division par M ( x — y ) et l’hypothèse x=y. 


1 -f-n^/x-|-35x a -f-4C > x 3 -f-etc.=i — x-f-x 1 -— x 3 -f-etc. 

d’où 



? 
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d'où résultent les égalités 



2 A = 1 1 


f A — — 

* 

3 B=+ 1 ! 
AC~—i j 

f 

> d’où 

lî-t 


5Z)== + i J 

\ 

( D— + 


etc. 


etc. 


conséquemment 

, , . . x* . x 3 a?*'! . a 5 . ' > 

log ( » +x) = 3 /|x — — + -3- — -j + 5 etc. £ 

développement trouvé plus haut. 

79. Nous nous proposons de faire voir comment au moyen 
des séries, logarithmiques et exponentielles , on peut résoudre 
ces quatre questions : 

1°. Trouver un nombre qui , élevé à une puissance désignée 
par lui-même , soit égal à un nombre proposé. 

La traduction de cette question est 

X e = a 

a étant le nombre donné. Il est facile de trouver pour a un 
nombre qui ne diffère pas d’une unité du nombre cherché 
nous supposerons t en appelant p ce nombre , que 

x — P + z > i 

on aura donc 

(p -f sy-* = a, d’où (/>+i) log (p + *) =Joga. 
Mais 

iog(p+20=logp4-iog (1 -f 0 ~log p ~ 4 «tc.^ 

Analyse. ' . P 


.r 
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Donc < 

* v 1 S . ' 

log a — ( p + * ) log ( p -f z ) — p log p 4. z log p + Mz en 

négligeant tous les termes au z , passe le premier degré. On 
déduit de là 

- _ log a — p log p 

log p -{- M ' ' 

Appliquons cette formule au cas de a = 3000 ; on a d’abord, 
à moins d’une unité près , 


on aura 


Mais 


donc 


P = 4 , 8 , 


log aooo — 4,8 log 4 , 8 

Z ~~ log 4,8 + 0,4342945 


log 2000 = 3 , 3 oio 3 oo, log 4,8 = 0,68124124 , 
4,8 log 4,8 =5 3,2699579 ; 


o,o 3 1 07a 1 

* = I7T55J‘7=°'“ 7S; 


conséquemment 


•I=p + ï=: 4,8278. 


N 


Si l’on desirait une plus grande approximation , on sup- 
6erait, dans (1) 

p rsz 4,8278 , d’où z = = 0,00002263, 


et de là 


1,1 i8o438 


X — Z -f- P ■= 4,82782263. 


A l’égard de la première approximation 4 , 8 , on découvre 
aisément que 2000 est compris entre 
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4* = a56; 5 5 = 3ta5; 
donc x est entre 4 et 5. Supposons 
* = 4,5 = *; 

on yoit qu’il faudrait qu’on eût 


(J) = 2000 ; 

»•» 

a)‘(!) : =“rx^“=w 


mais 
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à très-peu-près : le nombre est donc entre 4,5 et 5 . Suppo- 
sons x — 4,8 ; on a 

4,8 log 4,8 = 3,369958 = log 1862 , 
et l’erreur est — i 38 , ensorte que prenant 
* • x = 4,8 

pour une première donnée , l’approximation est plus rapide. 
Cette solution fort simple est due à Théveneau, ancien pro- 
fesseur des Gardes de la Marine. 

2°. Trouver la somme des puissances m des racines d’una 
équation, immédiatement en coefficiensde cette équation, sans 
passer par les sommes des puissances inferieures (1"' sect. 
chap. XXVIII). 1 

3 °. Connaissant les sommes des puissances des racines d’une 
équation , traduire un coefficient quelconque de l’équation en 
sommes de ces puissances. 

Soit une équation d'un degré quelconque 

P a 


e- 
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x m + Ax m ~' + D * n ~* + °> 

dont a, è, c, d, etc. sont les racines : on aura 

' . • ' ‘ • ' » ‘ • 

x m -\’Ax m -'+Bx m — 4-etc. = (x— a)(x— b) (x-c) (x— d) etc. 

et faisant x = - puis multipliant par z m , on obtiendra la 
2 » 

transformée 

i+Az+£z a + . . +Fz m =z(j—az') (i—bz) fr-.cz) (1 —dz) etc. 

et prenant de part et d’autre les. logarithmes hyperboliques 

l.(i + At + Bz'+Cz 3 + ...)=l-(.i—ciz)-h 
|. (j _ bz) + l. (i -cz) + /. (i — dzj + etc. 

Mais on a trouvé ( n° 74 ) 


l. (1 —é) —~b 


é* 

a 


P 

5 



donc faisant b successivement — az , = bz , = cz, — etc. , 
C on aura 

l.(\J r Az-\-Bz*-\-Cz 3 -{-eXc..-')— — C a -\~b-]~c-{-d -f- etc.)z 

-(a*+A , +c , + d , + etc.) -J- 

t - v . • “ v «<* 

-(a? + P+c 3 +æ + etc.y^ 


' posant donc 



& É * 

— (a* 4- etc.) — 

T" 

etc. 

. ' , ».,».•• . . . • ■ . 

S, = a 4- b + c -r d +- etc - 

5, = a a 4- h% + <-* + ~ d% + etc - 
S 3 4- a 3 4- 6 3 + c 3 4- d 5 4- etc. 

$4.4- a^4- M4- c 4 4- d 4 4 - ctc - . 

etc. 


» 
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l’identité précédente devient 

+2?a*4- Ca 3 +etc.)= — S,z — -- a* — — etc. 

2 3 4 

mais • 

t- , 

. X* X 3 X* 

/. (i+x)=x-^- -^--1- -g -^--f-’etc. ; * 

• » • 1 * ‘ ‘ 1 - »! . • ' ' , * 

faisant donc dans ce développement 

x = Az -|- B z* -j- C’a 3 -1- etc. * 

et ordonnant par rapport aux puissances de n, on obtient cetto 
identité 

, - 5.a - — 1 z 2 - ^ a 3 - 4* * 4 - etc. 

204 * 

a' 4 + etc - 



-+- C ’ 

) a 3 + D 

zAB | 

a A Ù 

fl 

[ 2 


/?• 

1 3 ’ 

1 a 


' . 

) 

• + 3 - 

V 

^ . 


Et comparant les coefficiens des tnêmes puissances de z, on 
trouve les relations suivantes : 

•S, = — A ' . 

5 3 = — + — M 3 

^ D + H 3 ^ C + ^ ) - Ï 3 fi + { ^ 

5s = — T £ + I ( üAD -f 2^0 — 4 (3^ a C + ZAB') 

+ UuÛB—\A*. . 


etc. 


P 5 
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L’avantage de ces formules sur celles que nous ayons don- 
nées ( 1 '" sect. n°5oi), consiste en ce que , dans les expressions 
précédentes des sommes successives des puissances des racine*} 
il n’entre que les fcoefiiciens de l’équation , ensorte que pour 
calculer l’une de ces sommes , on n’a pas besoin d’évaluer 
celles qui précèdent. Pour que ces formules soient identiques 
avec celles du n° cité , il faut faire les coefliciens A , C,E , etc. 
négatifs. 

«Nous passerons à la solution de la seconde question , et 
pour la résoudre , nous partirons de cette formule trouvée 
précédemment 

S S S 

Z.(i+^z-l- J 5s a -j-C’z. 3 -f etc.)=s— Si?— -- -z*— g-z 1 — z 4 — etc. 


qui n’est autre chose que 


C - S * z * ^-3- etc 

_5.a— -z g z f etc - 


/.(i -f ^a-bBz*-f Cz 3 + etc )* Je 

en observant que le = i ; et passant des logarithmes aux 
nombres , il vient 

_ 5lZ _‘!î s »_| z 3_| 2 4_etc. 

1 -f~Az-i-J3z , + Cz 3 -f etc.-=e 3 

Tout se réduit donc à développer le second membre suivant 
les puissances de z , au moyen de la formule 


x* 


donnée (n ° 74 ) , dans laquelle on fera 


-J- etc. 


5,z — — a* — z 5 — ^ z 4 — etc. ; 


et après avoir ordonné le résultat suivant les puissances de ï, 
on trouvera 
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Cz 5 +etc.=i — S, z— z * — ^z î -j-etc. 


d’où on déduit 


yf =■ — S,, 


ta 

11 

1 • 

■IS» 

+ 

5 *. - 

. „ > 

a 

* .a 

c~- 

aS — 

3 + i.a 

1 .a 

etc. 

f 


5 . 5 j 3 « 


TVaring a donné pour la solution de ce problème , une 
formule qu’il compose par les combinaisons , et qui s’accordent 
avec les précédentes : elle se trouve dans ses Meditationes 
algebraicœ , cap. I , probl. III , coroll. , ainsi que dans son 
premier ouvrage de 1762. 

4 °. Enfin nous ferons connaître un usage très-simple de la 
formule . . 

_ , X , X* , X* X* 

e — 1 -J 5 -] iÿ—. 4 - etc. 

• 1 1 1 .a 1 .a .3 1 1 .2.0.4 

f» 

enseigné par Lagrange dans le volume cité , pour trouver le 
développement d’une puissance quelconque d’une quantité 
composée d’autant de termes que l’on voudra. En effet , si 
à la place de x, on met i (p 4- q 4- r -f- etc. ) , on aura 

,iO+v+i+«*0 = j +i(/>+q+r+etc.) + — (p+q+r+etc.y 


+ 77^-g (p+q+r + etc. / + etc. . ' 

P 4 . 
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Ainsi le terme méltiplié par i m , sera 

-» 

( P -1- <7 -f r -f etc. ) w 
1 . 2 . 3 -. m * 


d’un autre côté , on a 

jCru+n.,,'.) ==e '>xe i »X e "X e t C .= (i+ip+--b — -+ etc.') 

\ 1 • 2 1 -2>D y 

x ( , + i,+ rj + 7S +e,c ) 


Donc le coefficient de i m , dans le développement de ces dif- 

férens produits , multiplié par i.a.3 m , sera la valeur 

de ( p -h q >- r 4- etc. )"• Or il est visible que ce coefficient 
se trouvera composé d’autant de termes de la forme 


a u. v 

P <? r 

1.8.3.... /. x 1 .U.3. . . . /n X i.a.3.... v X 

que l’on peut donner de valeurs différentes à fi , v , etc. > 
de sorte qu’on ait 

* a -f- /x. + v -j- etc == m. 

en prenant pour a , (j. , v , etc. des nombres entiers positifs. 
Ainsi la puissance ( p + <7 H- r -f- etc. ) m sera composée d’au- 
tant de termes de la forme 

_ , A /AV 

i.3. 3. 4 ....mp q r etc. 

1.2.3 a X î .a.3ï. . /* X 1.2.3..» k X etc. 

ce qui s’accorde avec ce que donne la théorie des combi- 
naisons. 
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CHAPITRE XVI. 

Développement des quantités trigonomè triques. 

80. Nov s passerons à la recherche des développement 
de sinus et cosinus d’un arc en des séries qui procèdent 
suivant les puissances.de l'arc. Nous 'observerons d’abord à 
l’égard de sin x, i°. que tous les termes du développement 
doivent contenir l’arc x en facteur , parce que lorsque l'are 
devient nul , le sinus est nul aussi ; a°. ■ que dans aucun de 
ces termes , l’arc ne doit être affecté d’un exposant fraction- 
naire positif , ou d’un exposant négatif, entier ou fraction- 
naire , parce que la série étant , par exemple , de cette 
forme 

m 

• n 11 

sin x = A x -J- Bx % + .... G x Xl/i-p etc. , 

à un arc particulier , donné en parties du rayo» , corres- 
pondraient n valeurs du sinus, puisque l’unité a un nom- 
bre n de racines de l’ordre n*, lesquellfs sont données pat 
la résolution de l'équation 

a 

y n — î r= o ; d’où y — ]/ 1 . 

L’hypothèse précédente n’est donc pas* admissible ; on Us 
peut supposer 

sin x = Ax -f- Bx* + . ; -j- Gx ~ " etc. 

% G 

parce que , pour x ~ o , on aurait sin o — — = oo , ce qui 

est absurde. Si on observe aussi que pour x = o , le cosinU* 
ne devient pas nul , on déduira de ce qui précède celte 
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forme générale des développemens de sin x et cos X 

sin x — Ax -f- Bx * -f- Cx 3 -J- etc. 
cos x — A' + B'x -|~ C'x* -f- etc. 

ou A, B, C , etc. A' , B' , C', etc. sont des coefficiens indépen- 
dans de .r, et indéterminés qu' if s'agit d’évaluer. 

Mais si on observe encore que lorsque x devient — x , sin x 
devient — sin x , on aura 

sin x = Ax -f- Bx * 4- Cx 3 -f- Dxfi + etc. 

— sin x z =. — Ax -f- Bx* — Cx 3 -f- Dx* — etc. 

et ajoutant ces deux identités, puis divisant par a, 

o = Bx 3 -f- Dx* -f- •P'* 6 ■+■ etc. 

d’où l’on conclut que les termes des • puissances paires de X 
ne doivent pas rester dans la série du sinus. On a pour -f- x 
et pour — x 

cos x = A' + B'x -{- C'x * -f- D'x? -f- etc. 
cos x = A' — B'x -f- Cx* — D'x 3 -f- et* 5 - > 

et retranchant le second développement du premier, il vient, 
après avpir divisé par a', 

o = B'x 4- D'x 3 4~ etc. 

• # 

c’est-à-dire que les puissances impaires de x ne doivent pas 
faire partie du développement de cos x. On doit donc poser 

sin x — Ax -f- Cx 3 + Ex 5 -|- etc Çi) 

cos x = A’ -f- Cx* -f- E’x* -f- etc. .... (a) 

Pour évaluer les coefficiens indéterminés A, C, E, etc. 
nous ferons usage de la propriété suivante, qu’en démontre 
en trigonométrie , 

' . * 

sin 3 x — 3 sin x — 4 sin *-*. 

Si dans l’identité (i)„ nous écrivons 3x pour x , puisque nous 
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■prenions trois fois le, développement de sin x, et que nou* 
en retranchions quatre fois le cube du sinus, nous aurons 

- 3 Ax + 3 S Cx 3 + 3 b Ex b + 3 7 Gx’ + etc. , 

=z5Ax + 3C ) x?+3E li 5 + 3Gli’ + etc. 

— 4A 3 [ —3 .4A‘C[ — 3.4 JC* [ 

3 r * J —3-4 A>E * 


et comparant les coefficiens des mêmes puissances de x , on 
trouve 

: • v ' 1 A=z A 

3 3 C = 3C — 4A* 

3 b E — 3E--3.£,A'C 
&.G=$G — 3.4AC'-3.4,.A'E, 
etc. ; 

d’où l’on déduit 

A — A 

( 3 5 — 3 ) Cx=~4A s . 

(3 5 — 3) E == — Z.^A'C 

(y — 3) e = — 3.4./<(e4-^£); 


èt enfin 

A — A, C— 


etc. 


A 5 


,E 


A h 


1.2.3’^ 'i.n.3.4.5 




A i 


a.3.4.5.6.7 


-,etc. 


La première équation fait voir que le coefficient A reste 
indéterminé ; pour l’évaluer , nous observerons que n expri- 
mant le nombre de fois que la longueur de l’arc x est con- 
tenue dans la demi-circonférence , le sinus restera toujours 
le même et de même signe pour les arcs 

x ,{n — i ) x, (jn+O®! (3n — O x j (4 n + 1 ) x, etc. 

on pourra donc prendre • 

A~\, A—n — î, Axzun-^- 1 ...... A=(m — i)rt > — 1 ; ^xmn+l. 
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m étant un nombre «entier pair : la détermination la plu» 
«impie est , sans doute , A = 1 , d’où résulte ce dévelop- 
pement 

CC^ CC^ * \-XP *• ** 

. sin X = X — . -^5 + •- g ‘ T / r ~ g — -+-etc. 

1.2.3 1.2. 3 . 4 . 5 1.2. 3 . 4. 5 J». 7 

f . • _ ’ •' 

Nous avons trouvé pour la forme générale du développe- 
ment de cos X,, . - ’ '>»■'''■ ■<•■■■ 

. * ... v 

cos x = -f- C' x* X* *4- G' x 6 + etc. : 

pour déterminer les coefliciens A' , Cf , etc. nous partirons de* 
la formule connue 

•i- 


• cos 2x = 1 — 2 sin *x ; 

et mettant pour cos 2x et sin *x leurs valeurs en sériés , il 
vient - , 

r» • \ 

A ' -J- 2* C x* -j- q* E x* 4 - 2 6 G' x 6 -}- etc. = 


-?[>— 7 


2.3 


as*;- 


1 .2:3. 4-5 
J ï 


x s + etc. : 


” 1.1.2. 2.3.3 

• | r f 

égalant les coelïïciens des mêmes puissances de x, on obtient 

1 ~\G'=- 


1 


s , r >_ _2i _____ 

A — i,t — 1 q ,E — i. 2 . 3 , 4 ’^ “i.a.3.4.5.6’ 


, etc. 


■ > * a ' "f?:: ... .... 1 f»b 

et conséquemment . * «' .. 

X* , X< X 6 




cos X = 1 


i .a T 1 . 2 . 3. 4 i -Jl3,4-5.6 


c + etc - 


81. Cette méthode offre le double avantage de la facilité 
de l’exposition , et de la brièveté du calcul : cependant nous 
croyons devoir faire connaître le procédé de développement 


) 
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le plus généralement employé , et que nous extrayons , à très- 
peu-près, de la Trigonométrie de Legendre , page 3g5. 

Si on développe ( cos A -f- sin A ÿ — 1 ) m au moyen de 
la formule de Newton , on aura 

cos m A+ sin m A y' — 1 = cos m A m cos M— 1 A sin A ]/ — i 


* m.m — 1 „ , . . m.m — i.m—a , 

- cos m— 1 l .A&\n*A- — ^ cos * 1- ■ 3 . AmdAÿ - 1 


î .a 


j.m— î .m — a. ni — 3 

i .2.3.4 


1 .2.3 


cos m_ *. A sin*. A -f etc. 


; 

Faisant passer tous les termes dans le premier membre , et 
représentant par P la totalité des ternies réels et par Q \/ — i 
la somme des termes imaginaires , on aura 

P -j- Ç ]/ — î = o ; d’où P = o et Q = o , 

et conséquemment 

{A) cos mA — cos m . A — 1 JLH1 — L cos" 1-11 A siu*. A 


1 .2 


m.m — î . m — 2 . m. - 


1 .2.3.4 

(B),...s\nm A — rncoi' n ~ l . A s\nA 
m.m — 1 . m 2 


cos m— *. A sin*. A — etc. 


1 .2.3 


cos m— 3 . A sin 3 A -j- etc. 


Ces formulés donnent le sinus et le cosinus d’un multiple 
quelconque d’un arc en fonction du sinus et du cosinus de l’arc 
simple, etnousnons proposons d’abord d’examiner s’il ne serait 
pas possible d’exprimer le sinus de l’arc multiple seulement en 
sinus de l’arc simple. A cet effet , il faudrait dans l’expression 
de sin mA, substituer au lieu de cos A, sa valeur \/ 1 — sin’ 1 A ; 
mais nous remarquerons que m étant impair, toutes les 
puissances du cosinus dans "sin m A , sopt paires, qu’ ainsi 
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dans la substitution , le radical disparaîtra. On peut donc , 
dans ce cas , exprimer sin m A en fonction du sinus de l’arc 
simple. Mais lorsque m est pair , toutes les puissances du 
cosinus sont impaires , le radical ne disparaît plus , et il devient 
impossible d’exprimer sin m A , au moyen de l’arc simple 
seulement. On démontrera de la même manière, qu’il, est 
toujours possible d’exprimer cos au moyen du seul 

cosinus de l’arc simple. L’exposant m étant un nombre entiefr, 
les séries ci-dessus sont nécessairement limitées ; de plus , le 
développement du binôme devant contenir m -f- i termes , 
si m est impair, chacune des formules ( A ) et (ü) en con- 
tiendra un nombre — • ; et si m est pair , la série (A) ren- 
fermera — -j- 1 termes et la série (Z?) ne sera composée que 

de — termes. 

2 

Nous pouvons écrire les développemens de sin m A et 
cos mA comme il suit : * 

.m — t sin* A 


cos m 


f m.m 

A — cos m.A 1 1 — 


. 3 COS* A 

m.m — î.ro — 2 m — 3 sin* A 


« ’ 

sin mA » 


: cos m A 


1.2. 3. 4 ’ cos *A 

sin A m.m — i.m — 2 sin 3 y4 


En observant que 


{ m w 

sin A 


' cos* A 


} 

f etc. J 


cos A 

. meront dans les suivantes 

cos mA— cos”. A 

m.m—i.m—a.m—5 
' 1.3. 3. 4 

sinmA—cos m A ^ rotang A ~ 


î .p.3 

= tang A , ces séries se transfor- 


m.m-i 


tang* A 


{ 

tang* A — etc. | 


m.m — i .m — 3 
1.2.3 


tang 3 A-\- etc. 
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Faisons maintenant m A—x , et nous aurons 


a3() 


*•* — ^ tang*v* 

(C)... cosx = cos m . Ati . — 7- — 

v * l 1 . a A » 

. x.x — A.x — aA.x — 3 A tang* .<4 1 

H 5 -; . — \ etc. > 

1 1 . 2 . 3 . 4 \ A* 

fr ,s • msS x tang^ x.x-A.x-qA tang 3 A , > 

{ D) . . smxrreos m A 1— . — r-= . — ^ f-etc . J 

( 1 A- i.a.3 A s \ 


Mais de ce que A variant , le produit x ne change pas , 
en prenant convenablement m, c’est-à-dire, de telle ma- 
nière que le produit mA reste constant, il suit que sin x 
et coi x doivent rester les mêmes, pour toutes les, valeur! 
que l’on donne à A : donc les développemena de sin x 
et cos x ne doivent renfermer que les termes indépendans 
de A : pour lei obtenir , il faut chercher à reconnaître 
la forme des développemens de cos m A et de tang A, sui- 
vant les puissances de A. D’abord on démontrerait , comme 
nous l’avon* fait dans la première méthode à l’égard des 
séries de sin x et cos x , que le développement de tang A 
doit procéder suivant des puissances entières et positives de 
l’arc , et aussi que l’arc doit entrer dans tous les ternies , 
puiiqu’en faisant A = 0 , on doit trouver tang A = o. Nous 
pourrons donq légitimement supposer 

tang A — PA •+• QA? + RA î -f- etc. 

d’où résulte 

^ ‘ , . . - 1 . 

— p + qa + RA' + etc. 

A 

Cela posé, on a (*) 


(*) i*. AT est > A AI, parce que le triangle AT C : secteur ÀtlAI : : 
ATxiAC: AMXiAC--JT:AN. a°. KAN «st > Uftf; donc 8 
A Al est > AIT. 
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tang A> A, d’où 5 > ! ; 

il 

on a en même temps 

y**- > j tang A tang A tang A _ 1 

>sin , donc — < — ■ - . ■■ , ou — ^ < — i — 

A .sm A ' A ^cos A 

De là on voit que le rapport — - est toujours compris 

entre les limites 1 et - : soit A — o, on aura cos A = 1 • 

cos A * 

donc pour cette valeur particulière de l’arc 


conséquemment , 


tang A 


donc le coefficient P qui est indépendant de l’arc, est =r 1 , 
tang A „ 

et . — ^ — = i ~h QA -f- RA a -f- etc. 

On a fait voir que le développement de cos^y/'devait procéder 
suivant toutes les puissances entières et positives de A ; de 
plus , le premier terme ne doit pas contenir l’arc , afin que 
pour A = o , on ait cos m A = 1 ; donc 

cos m A = I + Q'A 4 - K A 1 -f. etc. 

Voyons donc ce que deviennent les séries (C) et (Z>) : d’abord 
les premiers termes des rapports j taD ?? ^ 

tang m -^ • „ . , 

seront toujours limite, et les termes subséquens ne 

doivent 
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doivent pas être considérés , parce qu’ils introduiraient l’arc 
qui ne doit pas rester dans les développemens -, par la 
même raison , on ne peut employer que le premier terme du 
développement du facteur cosrÂ : on aura donc 


(£)...,cos x = r 


(F)...sifi3:=t — 

â 


, x.x — A , x.x—A.x—aA.x — 3 A 


1 .2 
X.X- 


•A.x- 


1 . 2 . 3-4 
■a. A 


• — etc. 


1 . 2.3 

x.x — A.x — a A.x- 


-ZA.x — AA 


î .2. 6 . 4. 5 


— etc. 


Or il est évident que si on effectuait les opérations indi- 
quées dans ces développemens, les ternies indépendans de A 
seraient ceux qui résulteraient du produit des premiers termes 
des facteurs binômes ; donc enfin on parvient à '■> 


. a* 

(G) cos x — i (. 


x 5 


a i.2.ûi4 1.2. 5. 4. 5. 6 


+ . 


1.2. 0.4. 5. b'. 7. 8 


— etc. 


,,,. . xx 3 x 5 

(A) sin x r= =4 


x 7 


1 1.2.3' 1.2.5.4.5 .i.2.3.4.5.b'.7 ' 

séries qui sont les mêmes que celles que nous avons précé- 
demment obtenues. On remarquera que , dans cette méthode , 
la loi des coefiiciens numériques est plus manifeste , en ce 
qu’elle dérive immédiatement de celle des coefiiciens de la puis- 
sance m d’un binôme, tandis que dans l’autre analyse elle ré- 
sultait de la puissance m d’un infinitinome. 

82. Cesmêmes valeurs sinxet cos.r données par les formules 
(G) et (A’) peuvent s’énoncer d’une manière plus succincte au 
moyen des exponentielles : en effet, si dans la première ces 
trois séries „ . ... . 

* ' 

Analyse. J Q 
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e* = i +^+^+^+ 7^4+ 1 . 2 . 3 . 4 75 + etc - 

cosx = 1 +7^4 ~ etc ‘ 

* X 3 , x» 

sin x = + * “m + i.a.3.4.5 

on écrit x ]/— i à la place de x , et qu’on multiplie les deux 
membres de la troisième par ÿ — î , on trouvera par la seule 
inspection 

e x ]/ 1 __ cos x -f- sin x l/ — î (£) 

•t prenant ]/— i avec le signe moins 

e x ^ 1 = cosx — sinxi^— 1 (M). 

L’addition de ces formules donne 

xv/ — i , — xV'~—i 

e ±1 rm 


Si on soustrait la seconde de la première , on obtient 

xt/— i — xi/— i 
e V — e rp 

• mx = 1 

Il résulte de la division de (P) par (A 7 ) 

““S*- psi \*r-i +e -* v-' ( ' 

83. Les formules (L) et (M) donnent 

x y' — î = /. ( cos x + s ‘ n x V — 1 ) 

— x 1/ — î =. I ( cos x — sin x y — î ) 
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l indiquant toujours un logarithme hyperbolique ; on déduit 
de là 

x y 1 — 1 = /. co* x -f- / ( 1 + 1/ — 1 . tang x) . . . . (R) 

— x ]/ — 1 = /. cos x -f- l (r — Ÿ — r tangx). i . ;( 5 ) : 

retranchant ( S) de (R) , il vient pour résultat 

x _ _ i — 1 J i +J^=: t l an .g5. X (r); 

ai/ — î li — j/ — i.tangx) v 

mais on sait (n° 74) que 



ensorte qu’écrivant ]/ — 1 tang x au lieu de b , et divisant 
de part et d’autre par j/ — 1 , an aura 

x = tangx — ■jtang’x-f- { tang 5 x — {tang 7 x+. . » . ( 7 ^) 

formule qui sert à calculer l’arc par sa tangente , lorsque celle- 
ci est plus petite que l’unité. Qu’on fasse 


■T \ 



vr. désignant la demi-circonférence , (P~) devient 


T I , 1 1 . 

— = 1 — + -=■ — 1- etc. 

a 3 5 7 1 

à cause de tang = 1 : mais cette série est trop peu con- 
vergente pour être employée avec succès, et nous la rem- 
placerons par deux autres dues à Bertrand de Genève , au 
moyen desquelles on peut calculer très-rapidement une valeur 

<7T 

très-approchée de l’arc — , ou de 5 o° , dans la circonférence 

divisée en 4 °° parties. A cet effet , reprenons la formula 
connue 


244 
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a tanga 

tangaa= — • 

° 1 — tang 3 a 


Prenant tang a = A- , on trouve 


tang sa = — , 

et conséquemment 3 a < 5o® , puisque tang 5o® = I . D'après 
cette valeur de tang a a , on aura 

. a tang a a tao 
D > i — tang 3 an 119 

d où l’on conclut 4 a > 5o°. Soient 

4a=^, 5o°=B , A— B— b, d’où 5o°=zA-lA-B)=4a-b: 

on connaît déjà la valeur numérique de tang A ou de tang 4a ; 
cherchons celle de tang ( A — B') , qui est 

.ans ( A - B ) = |+lanM = ai = *"» *• 

Maintenant , si dans la formule V, on remplace , 1 ®. x par m 
et tang x par i ; 2 ®. x par b, et tang x par on aura 

4 a = 4 \ 5 — 33? + ~ +' etc - S 

b ~ 3(33^ _,_ 5(â39j î "“ 7 ( 339 )'^ etC ‘l 

et èonséquemtneht 

“ ou 5o ° -■ 4 \ 5 ~ 3 ^r + 5 fgs 1 “ 7^? + * tc - } 

‘ 1 âCaSgO 3 5(333? ~ 7C 3 ^3?. * » 
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série très-convergente , de laquelle on conclura l’arc de 5v>* 
et conséquemment tons les autres en parties du rayon. . 

84- Si dans le développement de e* trouvé précédemment, 
en fait successivement 


v = a y/ a , et i = — a \/a ; 

•n trouvera que 

a| /a — aj/a + 

< — e . n,5 ' g.5.4.5 ' 2.5...,-7^ 


etc. 


al/ a . — 2 l/a 
« r -J-e 


l/a — 20 


, , 4 “ , 16 a* , S4a 3 
■*" a + q.3.4 + 2.3...;S 


-f- etc. 


Qu’on applique au développement en fraction continue dn 
facteur de aa, la méthode donnée (n° g), on aura 

, ./ a aa* 4a 3 


. „ 2c m _ ’4a? 

a=i,cr=aa,a" = -=- ; a* =r 3 — 

3 5. g 

4 , 4 16 

5 “ rç K a > C g ® tC< 


•nsorte que 


’3.5 

« ( 


21 /a — a j/a 

e — c 

2J/ a . — 21 / a 

e +c 


l/a : 


Jjïki' 

* v~ 

\’X X» 


i a l a 


S. J 4- 

5.5® 3.5_ 
îG 




3 . 5 . 7 a * 5.5-7 ®* 

• etc. 
Q3 


jfe S*. .w* .... ' V* 
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et toutes réductions faites , on obtient 


ai /a —21 /a , 

e r — e 4a 


4a 


+ 7+»c: 

Qu’on fasse 4° — — x* , et en vertu de la formule 

x'/ — î — xi/ — 1 

= 1/ — i . tang x 

xv— i , —xy—i Y ° 

e -f-e 

trouvée plus haut, on aura 
tang x = 

5— f- x* 

7 — etc. 

transformation à laquelle Legendre est parvenu par. un procédé 
bien différent. (Voyez sa Géométrie, 4' m ‘ édit. Note IV'). 
Cette fraction continue est l’inverse 4 e celle < I uon lit 

(“° 9)- . 

85. Des formules (IV) et (P) , on déduit en changeant x 
en x \ / — i , 

— x -|-x 

COSX |/ — 1 = — (ÆO 


sin x V ~~ * = 


— x -f- x 
e — e 


(N 1 ) 


ay—i‘ 

ensorte que la propriété 

sin 9 a r=: 2 cos. a sin a , 
qui suppose la formule 

sin ( a-\- b ) = sin a cos i sîn & COS q 
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algébrique. 

/lieu pour un arc imaginaire. En effet, on a, d’après (A')' 


sin qx [/ — i : 
«t d’après (M') et ( N f ) 


a,- —i 


acâx^ — 1 .sinx j/ — i 


donc 


a , — » 

sinax i/— 1 =a cosx j/— i . sinx j/ — i, 


et conséquemment 

sin[(x-f-y) (/-i]=sinx ^/-i .cos y i/-i -J-sinj' j/-i . cosx|/-i; 

extension du théorème connu à des arcs imaginaires. Si on 
élève au quarré les deux membres des transformations ( 31 ' ) 
et (A 1 '), on trouvera , après les réductions, 

. ‘ , . > ! 

sin^r J/ — i -f- cos“x \/ — î =i . 


86. Qu’on change dans (Z.) et (Af) x en mx, ce qui donna 
\ • * - 

gs.mxy—1 — _ dbsTTix itsinmx^ — i, 

, > 

puisqu’on élève les deux membres de (Z) et de (iW) à la puis-' 

tance m , d’où résulte 

> — (cosxiisinx^/ — î)", 

et qu’on écrive l’identité entre les seconds membres, on retrous 
vera cette formule déjà obtenue (n°. 54 ). 

87. Quint à l’emploi numérique de* formules données 

dans ce titre , ou à'ia construction des tables, nous renverrons * 

Q 4*. 


; 
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«u discours qui accompagne les tables de Callet , dans lequel 
j'ai consigné l’annonce des grandes tables logarithmiques et 
trigonom étriqués décimales du cadastre, monument de calcul 
le plus vaste et le plus imposant qui ait jamais été exécuté ou 
même couçu , ( ce sont les termes employés par les citoyens 
Lagrange , La place et Delambre, dans un rapport fait à l'Ins- 
titut ). Ces tables du Cadastre ont été calculs^ par une mé- 
thode entièrement nouvelle, et qui avait cet avantage qu’on 
pouvait employer à-la-fois un nombre indéfini de calculateurs, 
de la plupart desquels on ne pouvait exiger d’autres connais- 
sances que celles de l’addition et de la soustraction. DifFérens 
mptifs ont fait suspendre l’impression de (* grand^ travail ; 
mais, ajoutent les géomètres chargés du rapport, espérons que 
dans des temps de paix et de bonheur, un Gouvernement ami 
' des arts , ordonnera l’achèvement d’un ouvrage qui doit être 
désiré de tous ceux qui cultivent les Sciences mathématiques : 
un tel yœu, émis par les premiers géomètres, est pour moi 
une raison de plus de me féliciter d’avoir coopéré à ce grand 
œuvre , sous le citoyen Prony , alors directeur du cadastre. 
Nous recommanderons encore la lecture des préfaces de l'au-* 
teur et de l’éditeur des tables logarithmiques et trigonomé- 
. triques décimales calculées par Borda , revues , augmentées 
et publiées par Delambre , membre.de Institut national de 
France et du Bureau des longitud# ; la construction des ta- 
bles de sinus ( Trigonométrie de Legendre j et les chapitres 
.VI et VU de la trigonométrie de Cagnoli. • . 


88. Ceux qui voudront plus de détails sur la matière de 
ce numéro , pourront consulter un ouvrage de Suremain~ 
Missery , ayant pour titre : Théorie purement algébrique des 
quantités imaginaires. Que dans la formule (7j on suppose 

• x ~ — , sr désignant toujours la demi-circonférei^e ; on aura 
2 ^ * 

tangx=oo et la formule (jT) deviendra* 


4 


T J/ J 
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33 1 (zSdr) > d '° ùt = - v 7 - 


2 19 


r/(~o. 


résultat qui nous conduit naturellement à parler des loga- 
rithmes des nombres négatifs qui donnèrent lieu à une ooutes? 
Ration entre Leibnitz et Bernouilli ; mais sans rappeler ici cette 
discussion , nous démontrerons , d’après Èuler , qu’un nombre 
quelconque positif a une infinité de logarithmes dont un seul 
est réel, et tous les autres imaginaires. 

Reprenons à cet effet la formule 

x y — i = Z ( cos x -f 1 sin x \/ — i ) ; 
à x = o correspond 

o = /. î , , 


ce qu’on sait déjà. Désignant par ir la demi-circonférence , 
à x = 2 t , —4t, = 6 TT, etc. correspondront 

ST]/ 1 = 1.1 

4 ir ]/ — î = I. t 

6 t y — i = z. i , , - -. j 

et généralement . 1 

ai K y me I xx. I. I , 

k étant un nombre entier. Mais on a 

/. A = l. A -f- /. 1 ; 

donc 

l. A — l. A - f- sAt y — i , 


d’où l’on conclut qu’un nombre quelconque A admet une in- 
finité de logarithmes dont un seul est réel. 

Si dans la même formule 

• # — \ — l C cos x -j- sin x y— î ) 
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on suppose ï = on aura 

cos x~ — i, et sin x — c ;• 

donc 


l (.— i) = * V— i , 

ce qui -vérifie la propriété 

» = — V"— 1 /(— i) 


.trouvée plus haut. Soitar=3^; =5T,=7îr 
k étant un nombre entier ; on aura 


= — 

5 T |/— i = l ( — i ) 

7* v/— 1 = l ( — O, 

etc. 


et généralement 


Or 

donc 


( ak + î ) -t v/ — î = l ( — i ). 

— A — A X — i ; - 

/. (_ — A')=zl.A + /. ( — î ), 


(9* + l)T, 


et conséquemment 

/. ( — ^ + (2ft + ri)Tl/— i, 

d’ou l’on conclut que les logarithmes des nombres négatifs 
sont imaginaires. 

11 est clair que ces conclusions s’étendent aux logarithme* 
tabulaires. 
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CHAPITRE XVII. 


Exte/ision du théorème démontré ( n° 2 ) 
aux fonctions logarithmiques , exponentielles 
et circulaires. 


89. On a prouvé (n° 2) que toute fonction algébrique de 
la quantité imaginaire a + b j/ — 1 était réductible à la même 
forme P + Q j/ — \ , P et Q étant des quantités réelles. 

Les fonctions logarithmiques , exponentielles et circulaire* sont 
aussi réductibles à la même forme , lorsqu’elles renferment 
des quantités imaginaires. 

Soit , 1 I. ( a -f- b V — 1 ) : en faisant ( n° 63 ) 

4 • » * 

y/a m + b m =k, cos * = 7 , sin z — | , 

* * 

on a 

a ±1 b 1/ — 1 = k ( cos z + sin z) |/ — 1 , 
et I. (a ± b — 1 )=l. k -f- /. ( cos * + sin z Ÿ — 1 ) ; 

mais la propriété 

e~ 1 = cosz + sinz ]/ — 1 ' ’ 

donne 

- C. 

•±.z \/ — 1 —l. (cosz±:sin z \/ — 1 ) ; 

donc 

1. (a±b y 1 — 1 ) = /. k ± z \/ — 1 . 

Les donnée* étant seulement z , cos z et sin z , on pourra 
prendre gu lieu de l’arc z, les arcs jt -f- z, 4 * + *, etc. 
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2 n t -f- z , n étant un nombre entier®; ensorte qu’on aura 
pour l ( a ± b J/ — î) une infinité de valeurs comprise* 
daas la même formule Lit ( 2bt s ) V — 1 \ donc 

P ■ss.l.k, Q— (anvr-f-z). 

Considérons , en second liçu , l’exponentielle e° 1 : on a 

a±J > / — î a _ ±Ji/ — x a, , , . , . . 

e =e Xe =e (eo>4±smft)/ — î); 

donc , 

P — e a cos £ , Ç = rfc e* sin b. 

Soit en troisième lieu (adbzbÿ — î "^ rI : on sait que 


L {a±bÿ—i) m±nV ' l = (m±ny'~i}l. (atiby^- i) 

= t. e , 

e désignant la hase des logarithmes hyperboliques; et passant 
des logarithmes aux nombres , il vient 

, - > \ 

Si on substitue pour L (a dz b (/ — i) sa valeur l.k ±i / — 1 , 
ij en résultera 

, , m±n\/—i (mifcav/—- i) (l.k±z ]/— O 

(a±by — l). =ce 

ml.k — nz± ( mz - \~nl.k ) |/ — î 

"ml.k—nz ±C'inz-t-nLh) \/—i 
= e X e 

- nî ^ cos £ mz; + ;jt £ ±ain (mpdiznl. K) 

résultat de la forme 
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Soit enfin la fonction circulaire sin ( a ± b y/ — 1 ) , oa 
aura 


*in ( a ±.b (/ — 1 ) = «in a cos b </-•- a + coi a 9 in b j/ — i . 

Pour obtenir sin b 1/ — 1 , et cos b ÿ— 1 , on écrira b ÿ — 1, 
au lieu de x dans les formules 

e +*V— l _e~ X V /_1 

lin x = —7 ,cosx= 

2 y — i a 

et il résultera de ces substitutions 


lin b \f — 1 iss , CbS b ^ — 1 == '^~ e * ; 

v a y — i a 

•ubstituant ces valeurs , *011 à'ura 


*in(a±:ij/— 1 ) = ) sin û — cos a V — ’• 


On trouverait aussi 

cos(a±ij/ — 1 ) =■ ~^ C cosa±^- — sin a |/ — 1. 

Les autres fonctions circulaires , telles que la tangente , la 
sécante , etc. s’expriment algébriquement au moyen du sinus 
et du cosinus : elles seront donc aussi réductibles à la même 
forme 

P± Çt/î. 



Djgitized by Google 



A*Uï Jt 


*54 


CHAPITRE XVIII. 

✓ , 

'Analyse des sections angulaires. 

go. Les deux formule* 

3 cos mx cos x — cos ( m -J- 1 ) x + cos ( m — 1 ) x 
3 sin mx cos x = sin(m-l-i)x-f- s i n ( m ~ 1 )' r 

donnent en partant des premières valeurs de cos mx et sin mX , 
lorique mt=oetm=i,et mettant, pour plus dé simplicité , 
p et q à la place de cos x et sin x , 

cos X = 1 
tos X — p 

cos sx = ap cos x — cosox=3p* — t 
cos 3x = a p cos ax — cos x = 4p 3 — %P 
etc. 

d’où résulte la table suivante , 

cos IX =2 p 
cos ax = a p* — î 
cos 3x = 4p 3 — 3p V C d ) 

cos 4x = 8p 4 — 8 p* + î 
co* 5x = 1 6 p 5 — aop 3 -J- 
etc. 

et, en général, 

3 cos mx = (ap) m — m(ap) m - m 
+ m C"- gL2 (3 p)^-. m ^--^ ( 5 m - ^ (*p)-=î+ etc 
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sin îx = q 
sin 2x = apq 
sin 3x = (4p * — 1 )q 
sin 4x = (8 p 3 — 4/0 <7 
sin 5 te — (i6p4~iap‘-f-i)q 
etc. 

et, en général. 


m 


sin 771 X — 


q J^(2p) m -* (771— 2) (2p) m -3 + ( m - 3 H m ^ (Qp) m ~ i etC ”j 

Ces séries procèdent suivant les puissances descendantes de p : 
on peut en avoir qui marchent suivant les puissances ascen- 
dantes de p ou de q ; mais alors il faut distinguer les cas de 
m nombre impair ou pair 

Soit, i®. rn impair ; on aura 

cos îx — p s 

cos 3x = — (3 p — 4p 3 ) 1 (C) 

cos 5x = 5 p — 2op 3 -f- îGp 5 ' 
etc. • 

et en général 


' COS 77 tx 


r m(m* — î) , 771(771* — i)( 7 n* — q) . ~1 

=i L” 7 ' — r d 4.5 J 

' ? 

Le signe supérieur ayant lieu dans le cas où m est de la forma 
4 il + 1 , et l’inférieur dans ^celui où m est de la forme 4« -f 3. 
On aura de même , lorsque m est impair , 

sin îx = q 1 

sin 3 x = — q ( 1 -f 4 p‘) Y ( D ) 
sin 5x = q (1 — îap* 4- 1 Gp+) j 

etc. i 


\ 




r \ 
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et , en général, 
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sin mx — ±q J~i 


m ’~ 1 . ( m ‘~ 0 O’— 9) 


2 ' P * + i.a.3-4 

(ni* — i)(ih» — 9 ) (m® — a5) 
1 . 2 . 5. 4-5. fa' 




p 6 -{- etc. J 


et l’on observera à l’égard du double signe , la même règle 
que ci-dessus. 

Soit, fi°. m pair ; on aura 


cos2x=— - (1— 2p 4 ) 1 

cos4^=> — 8p*-f-8p* /(^) 

cos6x=-r-(i — 1 8p* -f- 48/»* — 3 sp 6 ) ( 
etc. 

et, en général, 


cosmx 




___p4 ___^6 +etc . 


Ensuite 


sin 0 .x — p | 

sin 4* — — "Ç (4P — 8p 3 ) > {F) 

sin 6x = q (6p — 32p 3 -f oap 3 )} 
etc. 

*t, en général. 


*inmx=q:çj^mp^ 


m(.V-4) 
1.2.3 “ ‘ 


m (m.* — 4 ) ( m ’ — 16 ) 

1 . 2 . 3. 4 - 5 

* M 



A l’égard du double signe, il fautprendre les signeis supé- 
rieurs, lorsque m est de la forme 4 n , et les inférieurs lorsque m 
est de la forme 4 n + 2 . 


Enfin , on aura aussi , à cause de p* =: 1 — q*, i°. 
•as de w» impair, 


pour le 

eas 



) 


algjébhiqub. 

CO* IX = p J 

cos 3x = p( i — 4<7*> V (G) 

cos 5 x =p(i — 129* + 1 6q*) ) 


et, en général , 


cos mx= 


.L a i.a.3.4, ^ i.a. 3 . 4 . 5 .tf 9 *+ etc. J 

Ensuite 

sin ix r= ^ j 

e\n3x=z3q — 4q* Wtf) 

sin Sx = 5q — 207 3 -f- xGç 5 ) ' 

etc. 

et, en général, 

sin mx^mq- f + mCm^-Q ^-o) 

7 1.2 . 3 v ^ 1. a. 3 . 4.5 9 

a°. Pour le cas de m pair , 

cos 2 x = 1 — 2 q* 

cos4x= ! — 8<7*-f8<7* \ (/) 

cos 6\r == 1 — i8ç a -f- 48^ — 3aç 6 / 

etc. * 

et , en général , 

a VT i.2.3.4 9 1 . a. 3. 4 . 5. b' 9+t * 


Ensuite 


sin 7.x ~ 2 pq 
sin ^x = p ( 4^ 
sin 6x = p ( 6ÿ 


-V) > 

— 32 ç 5 -f- 3 aç 5 ) J 


et, en général. 
Analyse. 
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soi mx : 


P m(m*— 4) m(m‘- 4 X'n t — îb) - “| 

- -bx-V i H 


Ces formules sont extraites du tome X des Séances des Écoles 
normales , seul ouvrage dans lequel elles *e trouvent réunies. 

Lagrange Ajoute : Ces formules (A) et (B) ne s'arrêtent 
pas, même lorsque m est un nombre entièr positif ; car en 
faisant m =e t , la première donne 


cosx = p - i P + T ^ 


64 p 5 


etc. 


et la seconde donne 


sin x ~ q -f- 


<1 

4 /> a 


+ 


3 <? , 

+ etc ’ 


valeurs qui Sont évidemment fausses. Il en sera de même en don- 
nant a m d’autres valeurs quëlcônques entières et positives , ët 
tenant compte de tous les termes qui ne sont pas nuis. Ceci 
tient à ce que par la nature des tables (A) et (£) dont ces 
formules 11e sont quo le terme général , on ne doit y em- 
ployer que les termes qui contiennent des puissances positives 
de p ; mais , observe ce géomètre , comme les termes qui 
suivent ne sont pas nuis , on ne voit pas , à priori , pourquoi 
on doit les rejeter , et on voit moins encore ce qu’exprimerait 
la formule en ne les rejetant pas. Lagrange donne le dénoue- 
ment de ces difficultés , au moyen de la théorie des fonctions 
dérivées. Nous rapporterons ces considérations dans le Traité 
de Calcul différentiel et intégral. 

91. Nous compléterons ce titre par l’exposition de deux for- 
mules qui donnent la valeur de la puissance m d’un cosinus 
ou d’un sinus eft cosinus ou sinus d’arcs multiples. Soit pro- 
posé de trouver dabord la valeur de cos m jé. “Je fais 

cosx’-f- sinar j/— 1 cos x — sin x J/-— 1 c= v : ■ , •> 


1 
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ce qui donne 

cosx=; ( u -f- v ) et a" 1 cos m x= (u-{-v) m . 

Je développe (u-f-v)" 1 de deux manières, la première en 
ordonnant par rapport aux puissances u m , u"‘~‘ , u"‘~‘ , etc., 
et la seconde en ordonnant par rapport aux puissances 
v m , v Hl 1 , v m a , etc.; j'additionne les deux expressions et 
j’ai ce résultat 

u m -f- — (u mr T* 1 u)-f- —'- m — (u""— * V a -f-v m— * u a ) 

H = ( u m ~ 3 V 3 -f- v m_s U 3 ) 4- etc. 

1 . 2.0 V ' 

qui peut se changer en 

U m v m _J_ — ( _j_ v m— a ) UV -f- (li m ~4 -f- V m— U 5 V* 

, m.m — i.i» — a, „ . . r ^ , , 

H 5 ( u m_c -f- v m c ) u 3 v 3 -f- etc. 

i.a.3 vy 

Cette expression donnant deux fois la valeur de (u-f- v) m , ou 
de a m cos“x, si on prend la moitié et qu’ou observe que 

uv — (cosx-f- sinx J/— i )(cosx — sinx;/ — i )=i 

il viendra 

771 

2 m C0S" 1 .X= ï (u m -J- V m ) + î- Y ( U»'— » -j- V m— * ) 

*■ . 771 . 77 ? — 1 . _ , . „ , . 

-}- . — — - — ( u m— •* + v 1- '* ) -f- etc. : 
mais on sait que 
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u m n=cosmx-4*sinmx j/ — x , 


u m — a =cos — 2)x-f- sin (ni — 2) x ]/ — 1 , etc. 

v m =cosmx — sin mx \/ — 1 , 
v m— »_ =cos — sin(m — a)x j/- — 1 , etc. ; 

donc 


k*‘ -f- v ,m = 2 cos mx ; u m— * -f- v m— 1 = 2 cos ( m - — 2 ) x ; 'etc. 
ce qui change l’équation précédente en 


m ^ f * , Ht • 771 1 " 1 - 

a m cos x= cos /tu; -f- — cos (jn— 2)x-| — cos (/n — 4)jr 

771. m — î.m — 2 CA I 

n J cos ( m — b ) x 4- etc. 

1.2.0 


Cette série est toujours terminée lorsque m est un nombre 
entier positif, et il faut observer i°. que lorsqu’on est parvenu 
aux angles négatifs , on trouve la réplique des cosinus des 
angles positifs de même valeur ; 2°. que tous les tenues de la 
série à l’exception du milieu sont répétés deux fois : ce terme 
4lu milieu existe lorsque m est pair, et comme le cosinus qui 
l’affecte appartient- à l’ànglê (m — m) x dont le cosinus est 
l’unité, la valeur de a m cos n, x contiendra, dans ce cas, un 
terme non affecté de cosinus. / 

Si dans la formule précédente, on fait 



il en résultera la valeur de a ra sin" 1 y qu’on calculera avec la 
même facilité , en ayant égard au changement de signes que 
comporte cette substitution. Ces formules et l’analyse qui les 
a fournies, ont été données par Prony, ( 3 f cahier du Journal 
de l’Ecole Polytechnique ). 
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-CHAPITRE XIX. 


Sommation des puissances des termes d'une pro- 
gression arithmétique , des nombres figurés et 
des produits diffèrens qu’on peut former avec 
tous les termes d'une progression arithmé- 
tique , pris 2 à 2 , 3à3, 4àh, etc. Résolution 
des équations dont les racines forment une 
progression par équ {différences. 

92 . Soit la progression arithmétique a.b.c.d...k.u, ensorte 
qu il s agisse de trouver la somme 

1 * 

a m + b” + c"* -f d m -f- etc. k m +u m , 

m étant un nombre entier et positif : par la nature de la pro- 
gression , on a ' 

b = a -f- <T 
c = b + «T 
d = c -j- <? 

u = k -f- S 

J* étant la différence constante ; d’où on déduit les équation* 
suivantes : 

b m = a m + ma”- S -f —. m ~ l a ”—J‘ + etc. 
c” = b m + mb m —S' + — W ~ t . b m —S* 4- etc 

2 -x 

= C" + mc-n-J' + + etc., . 

R 3 




Digitized by Google 


ANALYSE 


ôf>2 


u m = k” + m/<—> / + — m ~' k m ~*S % + etc. 

a 

Aîoutant ces équations membre à membre , et effaçant les 
ternies communs , on aura , en transposant a m dans le pre- 
mier membre , 

U'" — a" 1 — mi' ( a m — + £*-* -f- c"—* + etc. . . -f A"*-’ ) 

-f- w .' m . — L J» ( a m— 1 -J- i m— 1 -f- c rt— * -f* etc. . . -f- A m— * ) 
a 

+ m.m— i ;m^ J3 ( a — , + bin _ 3 + ^ + etCi< _j_ *m-3 ) 

a o 

+ etc. 


Supposons maintenant , pour plus de simplicité , que les 
sommes des puissances successives de chacun des termes de la 
progression ci-dessus soient représentées par 5, , S, , S 3 , S i . . . 
S„_, , S m ; l’équation précédente deviendra , au moyen de ces 
abréviations , 

t • 

u" _ a - =m S ( 5 n _, — n— 1 ) + m m ~ l J» ( - u— ) 



u m ~- 5 ) -f- etc . . . . (Ç) 


‘T.ette équation nous fait connaître la relation entré les sommes 
des différentes puissances des termes d’une progression arith- 
métique , et par conséquent elle donnera , lorsque les 
sommes S, S t S 3 . . . . S m _„ seront connues. 

Nous observerons, à l’égard de cette méthode , qu’on est 
obligé pour calculer chaque somme , de connaître les sommes 
précédentes. La méthode suivante due à Thomas Simpson , 
est exempte de cet inconvénient. 
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On a pu observer sur la formule (Q) que £ m _ , dépend de 

u m , et des puissances u m ~' , u m ~* u° ; et qu’ai nsi- après 

avoir remplacé u par sa valeur a - f- ( n — i ) cT, la somme' des 
puissances m — i des termes de la progression , ordonnée par 
rapport aux puissances de n , sera de la forme 

A’n m + /ïn m -‘ -f-. . .,.4 ~jP'k 

les coelficiens indéterminés A* , B' ... .P' étant indépendant 
de n : on pourra donc supposer , par analogie , 

S m =a™ + (a+ J)*+ C« -4-a f )"* + {? -K»- Ü. .f } m 

= An m +' + Bn m -f Cn m ~' -f- . . -f- Pn . . (B) f 

A , B , C. . . . P étant pareillement des coeffici,ens indépendaijs 
de n qu’il s’agit de déterminer. Si l’on suppose la progression 
augmentée du terme a -f- n <T , le nombre deviendra n -j- 1 de 
n qu’il était , ensorte que (/?) deviendra , - 

a m +(a-H )”+(<* + af) m + +{a+-(i»— 

=4(«+i) m+, +^('»+ O m +A»-f 0 ra "‘ ■ .• .+P(»+0...{J);. 

Retranchant (7?) de (S) , on trouvera 

‘ • T i ' *. f ' . ' * * . 

(a +nJ') in = A ( (*-f i — n** 1 ) -f B ( (ra-f a n m ) ' 

n ra -) -f ...P 

Si l’on fait les développemens indiqués, qu’on ordonne de 
part et d’autre suivant n, et qu’on égalé les crteHicrens des 
memes puissances de n, on parviendra aux égalités - 


R / t 
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*1 *' 

^ H ± ÙHa +~ B =:™ a < r— * 

1.3 1 1 

(m i)m(m--i) m(m— i) ^ m— 1 c _m(m— i) jlJr 

1 . 2.3 "* 1.2 ” ' 1 1.2 

( 

(m-t--i)/n(m--i)(m — a) . m(m— i)(m— a) ^, (ira— QQ t»— a) . 
1.2. 3. 4 1.2.3 ' 1.2. 

■ m— a r J. m(>n-i)(w-^ 

~ 1 1 . 2.3 ’ 


etc. 

1 

desquelles on déduit 

A ~~ir 

m-\-l 

B = aS-'-?±±A 

2 

2 2 1.2.3 


D _m(m— »»— l g (m+OmÇin— 1) ^ 

1 . 2.3 ° 2 1 . 2.3 1 . 2 . 3.4 * 


2 1 . 2.3 

etc. 


Si dan> ces formules on fait successivement m=o , = 1 , = 3 , 
r=:3 , etc, etc. et qu’on substitue les valeurs correspondantes 
de A, B , C, etc. dans (B) , on trouvera 
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S.—n 

c __ * , , aa— J' 

5 ,= -n‘4- « 

a 1 a 

«— J * j, r aa — r , , 6 a*— GaJ'+J* 

>S»=-~» , +<f 71*4 g - ■ 71 

O a b _ 

î> a 3 i 

ûo+ — 60a 1 ' -)- 3 oa* * * — r * 


3 o 


55= etc. 


S’il s’agissait de la suite des nombres naturels 1 , a , 3 , 

4 7 » , on aurait a — <T = 1 , et les sommes ci-dessu* 

deviendraient 


S 0 = n 

•Sl=j77 1 -f- jTl. 


n 

' 1 


St j Tl 3 + j 7 l* + | 7 t 

/*- 


/ __ »(«+!> 

1 .a 

_ 77(71+1) (2774-1) 


i.a .3 


*,=;»<+;»«+ :..=Æ+i£ 

4 

a. 3. 4 . 5 

etc. 

Ces formules en y faisant 77= îa , donnent G 5 o pour la 
somme des îa premiers quarrés , 6084 pour celle des douzfe 
premiers cubes , et 60710 pour celle des quatrièmes puissances 

des douze premiers nombres i, a 12, etc. 

g 3 . Dans l’hypothèse de a=i\ 
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^i=7{ 2 + (' l—1 )' r }= n + ^(n— O^'» 
maintenant on aura 


= 1 

n’-f-n n(n-f-i) 
2 2 

•(»*) 

= 2. . . , 

,5, — n.* 

.(a») 

rr 

= 0 

c , 3 , a 3 n* — n 

a 

(3‘) 

=4- 

S, — n -f -a(n* — n) .= 2 n“ — n. . . 

(4°) 

= 5.... 

c i f / • n — 3/i 

6, = n+ ; (n‘ — n) — .. 

2 

.(5-) 

etc. 

etc. etc. 



Si dans (i°) on fait successivement «= i , — a, =3, =4> ©te. 
on aura la suite des nombres 


1 , 3, 6, îo, j5, etc. 

Ces nombres ont été nommés triangulaires ou trigonaux , 
parce qu’il est possible de disposer en triangle équilatéral un 
nombre de points, égal à celui des unités que chacun d’eux 
renferme. 

La formule (a 0 ) donne , par les mêmes substitutions , la 
»uite ’ 

», 4, 9 » » 6 , a6 , etc. 

C « i 

Ces nombres ont été nommés quadrangulaires , parce qu’il 
est possible de disposer en quarré un nombre de points, égal 
à celui d’unités qu’ils renferment. Chaque terme de cette 
dernière suite résulte de l’addition d’un certain nombre de 
termes de la suite des nombres impairs, à partir de l’unité 
inclusivement. 

La formule (3°) donne la suite des nombres qu’on appelle 
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pentagones , à cause d’une propriété analogue aux précédentes. 

Les nombres qui résultent de ce9 formules (i°) , (a°) , 
(5°) , etc. portent collectivement la dénomination de nombres 
figura. 

La formule ( R ) donnée ci - dessus , sert à trouver la 
somme d’un nombre quelconque de termes d’une suite dont le 
terme général est exprimé par des puissances entières et posi- 
tives du nombre des termes. Supposons, en effet, que le 
terme général d’une suite soit car, a étant un coefficient connu , 
n le nombre des termes, et p un nombre ^ntier et positif : la 
suite sera 

a iP -f- a of -f- a Z? -J- a/f -J- -f-onL 

Puisque chaque terme doit se déduire du terme général en y 
faisant successivement n — 1,— » , — 4, etc. la somme sera 
donc 

a { ip 4- ar -f 5f -f # ■+■ -f- n? } = a S p ; 

mais on pçut , au moyen de la formule (/î) , évaluer S p ; on 
aura donc résolu la question. 

Si le terme général était an r -f- bnf , chaque terme de la suite 
à laquelle il appartiendrait, se composerait de la somme des 
termes de même rang dans les deux suites qui auraient chacune 
pour terme général an’’ et br.i : or la somme des termes de la 
première suite est aS f , et celle des termes de la seconde est 
b ; donc la somme, des termes de la série proposée serait 
o$r + bS r 

On voit , en général , que si le terme général d’une série 
est 

ar.r b n i -f- cn r -f- etp. 


la somme des termes de cette série sera 


Soit , pour exemple , la suite des nombres naturels 


i»2, 3, 4, 5 n , 

Je terme general étant ~.n , la somme de tous les termet 
sera = S ; mais ici a = = i t et la formule ( 1 0 ) donne 

= l+O 

a 

5oit la suite 


», 5, 6, io 5&L±i2 


puisqu’on a pour expression du terme général 


n(n-{-i) _ n* 

a ~ a + à’ 


la somme sera 


S. S, __ , J an 3 -f 6^-1- 4n f _ n 3 +3n*4- ÜTl 

a ^ a i. 2.3 i 6 ' 

« 

Soit, pour dernier exemple, la suite 

», 4, »o, no + 

i.a.3 * 

dont le terme général est 


?(»+») (n + a) _ . 

1.2.3 “*> +î71 +H«> 


en trouvera pour la somme d’un nombre n de ces termes 


■ rc'H-Sn 3 -}- im»-b6 n »(rc+0fn4-aYn4-5\ 
636 a .4 i.a.3.4 * 

On voit donc que la somme d’un nombre n de termes d» 
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chacune de ces suites est le terme général de la série suivante , 
ensorte que les termes de celle-ci sont les sommes successives 
d’autant de termes de la série précédente qu’il y a d’unités 
dans l’indrce du terme sommatoire. 

g 4 - Cherchons actuellement le nombre des produits dif- 
férens qu’on peut former avec tous les termes d’une progres- 
sion arithmétique, pris deux à deux, trois à trois, quatre à 
quatre, etc. 

Soit la progression arithmétique 

a ■\-h.a-\-2J1.a-\- 3 //. a-f 4 ^ ......... a -f- (m — 1 ) h. 

Si on forme une équation dont les racines soient 

— (a+h), — (a+s/;)> — (a-f 3 //), etc — {a + (m— 1 )/»}, 

et qu’on en désigne les coefRciens successifs par A', A " , A* t 
A ^ ,n ~ ri f on aura l’identité 

x m ~ l -f A' x m -» -f A" x m -~ 3 -f . -f A C m -’> = 

(Æ-j-a f /1) (i-fa + ai) (x + a-f 3 /i) ,• 

{ u:-fa-f(m— i)/t} (1) 

dans laquelle A', A" ^C m ~0 seront les produits qu’il s’agît 

d’évaluer. L’identité précédente en y écrivant x -f h pour x, 
deviendra 

(x -f h -f A' ( x -f h )"“* + A" ( x -f h ) m ~ 3 -f as 

= (x-f a-f 2/1) (x-f a-f 5 A) (rf af m/i) (2). 

Si on multiplie (1) par x -f a -f mh et (2) par x -f a -f h , 
on aura l’identité 

(xf a+m/i) { x m ~' -f A'x m ~* -f A"x m ~ 3 -f -f ^ 0-0 ] 

= (x-fa-f A) { (x + hy~' +A' 

4. A 1 ' ( x -f h )"-s -f AV %'~> } 
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qu'on peut écrire sous la forme 


sc n + A' > x"—' -f A" 1 x m - % + A m V 
a \ +A'a \ + A“a Y 

Tih ) -j-A'mh j -f -A"tnh ) 

"•—O 1 

m ~^a \ 


+ 

+ mil 


+A^~ 

+A( m ' 


x-j-A( M ~‘) (a-f-mA) 


~x -f- mit i x m— * -J A* 


+ A'f 

-J- <z y rf- r-J- y4'a y 


^x"" 


. m.m — î . m— 2 . _ 

+ — ro — h 
+ (m ~ lK, ?- a V + g) *’ 


-f (m- a) C^' + ^'a) A 
+ A J ‘ + A" a 


| x 1 " -3 4- A" 

+(^'+a)A— * 
+(^"+a^')A"’— 

4-(^*_f-a^")A ra - s 
etc. 


Co/n parant les coefTiciens des memes puissances de x , on 
obtient les équations 

A' -f- a - f- mh = A' -f- a + mA 

+-4' mh= ~ n ^ m • /i-f-(m — i)a/t-f-A"-f-A'n 

A' , ^A''a+A''m/i=^ m ( m - ~ - ^ J^h J +(A+a)^ m - ~~ - A» 

i .a. 3 î .a 

+ (^"-M'a) O — a) A+y* + y*a 
etc. etc. 

dont la première ne fait lien connaître : on déduit de* sui- 
vantes 
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* , v , ro(m -~0 L 

—(m — i)a-f- « 

v J ' 1.2 

3 ^-=(m- 3 )A+ (l "~^ ( ”^ S( J < , + ^'») + 

Cto — O f/n— a)(m- S), , SI „ , m.(m — i)(m n)C m u 

<A + a)h+ TXm 


etc. 


etc. 


Si on fait à = o et = 1 , les équations précédentes donneront 
les produits un à un , deux à deux , trois à trois , etc. des 
nombres naturels depuis 1 jusqu’à m — 1 , et on aura 

A , __ (m— i)(m— 1) 

1.2 

~ > I 2) ; 

1 .a i.a .3 


„ (m — 2 ) (m 3) M , (m— i)(m. — a)(77i— 5) 

oA - Ti + 1.2.3 ^ • 


771(771 — i)(/n — s)( 7 n — 3 ) 

1 . 2 . 3.4 

/ jn— ( m —3)(m—4) j. , (m— 2 )(m— 5)(m— 4) 

^ i.a ‘ 1 . 2.3 

(m-i)(m- 2 )(m- 3 )(m- 4 ) ,, , rofm -Ofm-a)(m- 8 )^ro- 4 ) • 
+ nrzr* A + ~ 1.2.3.4.5 i 

résultats dont la loi est facile à saisir. 

Si dans la progression arithmétique dont on est parti , on 
suppose 

a + h = a , d’où a -=za! — h \ > 

et Si de plus on change m — 1 en in , on aura pour nouvelle 
progression 
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a .a -\-h.d -|- 2 h. a -j- 3 h .a - (- ( jn — î) h , 

ensorte que faisant les substitutions ci-dessus dans la première 
valeur de A" , on trouvera , après avoir remplacé A par 

m' (a — K) -j- — lAIp A, et fait les réductions qui ne 

présentent pas de difficultés , 

A" — 1 )a'h -Km'— à) (W~i) ~ a • 

g5. Qu’on suppose maintenant une équation 

i“ + A' oc* 1 1 -f- A"x m ~ i 4 - A"x m ~ s -f- etc., — o , 

dont les m racines forment la progr&sion arithmétique 

a. a -J- h. a -J- Q,h . . . a+ («'O*. 

les coefliciens A , A" seront des fonctions des racines , telle* 
que ■ ■ ' 


A — [da-f-(m — î ) A 3 


m(m — î) 


Qû*+(m— i)aA+ ( m — 3)(3m — t) ^J. 

De ces deux équations on déduira 

, a . /[~3(m — i)A a — 2 m//" —] 

h= m V L ^=1 J 


Connaissant ainsi le premier terme et la raison , on pourra 
former tous les termes de la progression , c’est-à-dire , toutes 
les racines de la proposée. Posant, pour abréger, 
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•n aura pour les m racines , dans le cas de m nombre pair , 
x =. — ( A' -f (m — 1 ) h) 




xz=s — — +A) 

m 

* = — — ( A —k) 


x — — ( — ( m — 3)ft) 


x — — — ( A ' — (m — i)/i). 


Dans le cas de m nombre impair , les 


m — 3 


premières , et le» 


m — 3 


dernières valeurs de x étant les mêmes que ci-dessus , 


nous n’écrirons que les trois valeurs moyennes qui sont 


Analyse. 


x = (A' + ak) 

m 

= — — 
m 

x = — ( A' — zk). 
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Faisons quelques applications de la théorie précédente , et 
prenons d’abord l'équation 

x* — tox 3 i5x* — 5ox — 56 = o , 

pour laquelle on a 

m — 4 , A' = 10 , A 0 — t5 , 

d’où résultent 

h — Z , a — — 7 ; 

ensorte que les racines sont — 7 , — 4 > — 1 . + a > progression 
par équidilFérences. 

L’équation 

x 8 — 85.ri— 3oox J -f- î/frix*— a358x + 2907=0 

donne 

m —S , A' = — 6 , A" = i5-, 

d’où résultent 

h — 2 ]/— 2 ; a=i — 5 1/2 ; • 

les racines forment donc la progression arithmétique 

1-5/-2, !-3(/-2, l-V- 2 , 1 + 1 /- 2 , l+3l/-2, 1+5^-Q. 

On trouvera de plus amples détails sur cette matière dans les 
Elémens d’ Algèbre de Dubourguet. 

t ‘ ' ’ * 

‘ : " 'm * , ’ 
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CHAPITRE XX. 


Des suites récurrentes. 

96. On a vu ( 1'" sect. n° 209) qu’une fraction rationnelle da 
la forme 0 


a -f- b. r -f- ct 1 -f- de 3 -f- -f- p. r" _l 

1 — ax — b' x* — exé — — q x‘ ,x 


engendrait une suite dans laquelle le coefficient d’un terme 
quelconque , à partir du m me , dépendait de ceux des m termes 
précédens, suivant une loi constante déterminée parle déno- 
minateur de la fraction développée. Cette relation qui existe 
toujours entre un même nombre de termeà consécutifs, a fait 
appeler ces suites récurrentes , et les quantités 



par lesquelles il faut multiplier les coefliciens des termes qui 
précèdent celui qu’on cherche , portent ensemble le nom 
d’échelle de relation. « 

97. On a déjà traité Çn” ci-dessus) le problème suivant : Étant 
donnée la fraction rationnelle , trouver la suite qui provient 
de son développement. Il reste encore, pour terminer ce que ’ 
nous avons à dire sur cette matière , à résoudre les questions 
suivantes : 

1°. Étant donnée la suite récurrente et l’échelle de relation , 
trouver la fraction rationnelle génératrice , et la somme d’un 
nombre quelconque de termes d’une telle suite, 

; ! 

n°. Déterminer l'expression d’un terme quelconque, indépen- 
damment de ceux qui le precedent , ou le terme général. 

S a 
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analyse 

L’échelle de relation étant donnée , le dénominateur de la 
fraction génératrice est connu ; il n’y a plus , pour résoudre la 
première question , que le numérateur à déterminer. 

Soit donc proposée la série 

A + Bx + Cx* + Dx 3 -f Ex? + etc, 

dont l’échelle de relation soit 

le dénominateur de la fraction génératrice sera • 
i — dx + b' x M — c'a? -f d'x?. 

Soit a + bf -f- ex* -f- dx 3 le numérateur : les coefficien* 
a, b , c, d dois ent être tels que la proposée résulte du déve- 
loppement de la fraction 

n + i.r + ex* d e 3 
1 — dx -j- b' x* — c'x 3 -f- d~x?' 

Il faudra donc que l’identité 

a -f- bx -f- ex* dx? = 

( A-\-Bx-\- Cx*-f-Dx 3 + etc.) (p — ax-f-è'x* — cx?-\-dx?’) ' 

ait lieu quel que soit x ; ce qui donne , en développant et com- 
oarant les coefiiciens des mêmes puissances da x , 

a — A 

b—B—dA 
c— C*-dB + b'A 
•d — D — dC+b'B — c'A, 
etc. 

Donc la fraction génératrice demandée sera 


f* 


f 
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A+(B-a'J)x-\.(C—a'n+b'A)j?+(.n—aC+b'n—ç'A) x * 

1 ~a'x-f- b'ç? — ex 1 -j-Ax^ 

II est facile de comprendra maintenant comment on trouve 
la somme d’une suite récurrente continuée jusqu’à un terme 
donné. En effet , supposons qu’il soit question de trouver la 
somme de la série proposée jusqu’au terme Px n inclusivement, 
et faisans 

J 

S = A + Bx- f- etc 4- P x n : 

comme la somme de cette série prolongée à.l’infini est connue, 
cherchons celle des termes qui’suivent le dernier Px n à l’infini^ 
que nous supposerons 

S' = Qx“+‘ 4. Rx*+' + Sx"+ S + Toc*+* 4- etc. ; 

cette série , divisée par x n+l , donne une série récurrente par- 
faitement conforme à la première , dont la somme sera 

(?.f-*-4- (fl-a' Q)x*+'+(S-a'R+b’Ç)x~*+(T-</S+b'R-S Q)x»+*. 

» — a'x 4- b'x* — c'x 3 4- d'x 4 " ’ 

donc la somme cherchée 

ç _ A + {B— a'A)x+( C— a' B 4- b' A) oc* + ( D—a'C+b'B — c'A)x* 
î — a x 4- b'x* — c’oc? 4- d'x* 

— lQx*+'+(R- l /Q)x*+*+tS- t tR+tfÇi)x**+tT-e(S+VR-c’ Ç))x»*H 

i — a x 4- b'x* — c'x 4 4- d' x* ■ 

On opérerait de la même manière pour trouver la fraction 
génératrice , dans le cas où l’échelle de relation serait composée 
d un plus grand nombre de termes. 

Soit , pour exemple , la série 

i + 8x + a 7 x‘ + 64 x 3 + iu 5 x* + etc. 

S 3 
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dont l’échelle de relation est 

4, — 6, +4r “ 1 > 

le dénominateur sera 

« 

i — 4x4- 6x* — 4 X ' 3 4 -x< — ( l x )*> 

et on trouvera 

0 — i 

b = — 4 + 8 = 4 

c = 6 — 32-4-27=1 

d = 64 — 1Q 8 4 " 48 — 4 — 0 > 

' ' » 
et par conséquent 1 + 4*' + x “ P our le numérateur, 
tion rationnelle génératrice sera donc 

1 + 4 X + x * 1 + 4 r 4 

1 r -4x + b'x“ — 4x i + X>~ ( 1 — x ) 4 

Soit , pour second exemple , la série 

1 _ 6x -J- 1 ax 1 — 48x J + 1 aox< — etc. 


dont l’échelle de relation est 

— 1 , + 6 , 

le dénominateur de la fraction sera 


on trouvera ensuite 


1 4~ x — 8x , 


dcnc 


c=i, 


Z> = 


— 5 , £=04 


1 — 5 x 

i 4 x — Sx* 


'J 


La frac- 
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représentera la fraction dont la série proposée est le dévelop- 
pement , et 

I — 5 x -f- 4 ° 8a.' 5 — 720 se 6 
1 -f- x — b'x a 

•era la somme des cinq premiers termes de cette série. 

98. Occupons-nous maintenant de la recherche du termegéné- 
ral, et considérons d’abord la fraction rationnelle la plus simple 

A 

La série résultante de son développement est 

A( 1 -f-rx-f r»ar‘ 4 -r 3 .c 3 -f- -fj-tr») 

dont le terme général est Ai J, x n . On appelle ainsi cette exprès- x 
sion , parce qu'en y mettant successivement tous les nombres 
entiers et positifs au lieu de n, on obtient tous lès termes de la 
série. 

Si la fraction rationnelle génératrice avait pour dénominateur 
un polynôme d’un degré plus élevé que le premier, et qu’on 
put , par un moyen quelconque , la décomposer en une suite de 
frâctions simples de la forme 

A A' A" 

1 _ rx > 1 — r'x' 1 — * 

il serait facile d’obtenir le terme général de la série résultante 
du développement de la fraction proposée , parce que ce terme 
général serait la somme des termes généraux dev séries que don- 
neraient les fractions simples. En effet , soient 

A (î+rar-f-r’a^-f-r 3 ^ 3 ^" -f - r" x" -f- etc. ) 

A! ( > + Kx -|- r*x* + r 13 x 3 +.........+ t / "x" + etc. ) 

A"(i -f r" x + r*V r^x 3 -f- + r**x* -j- etc. ) 

A"(i -f- r"x + /“x 1 -f ri^x 3 -f- -f r" R x k -f etc. ) 

S 4 
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les séries récurrentes qui naissent de chacune des fractions 

simples , et 

A + Bx -|- Cx* + Dx 3 -f -f Ær ft -(- etc. 

le développement de la fraction proposée; comme on aurait, 
par l’hypothèse , l’équation identique 

a+bx+cx*+dx s +...+px m -' A A' A" 

1 — ax — bx*.... — qx‘" i -rx~'i -r'x ' i-r"x' etC ' 

la suivante i 

-f- A - 1~ Ar x ~f~. -f - A r* ’)x H 

~h A’ -f- Ali* > -f- A' r* > etc. =a 

~h A" -f- A"ï' ) -f A"r“ n ) 

+ etc. 

A ~f- Bx-f-, .• -f ■ Rx“ -f- etc. 

aurait lieu aussi : ce qui donne 

R = Ar n + AN' -f A" A" -f etc. 

La difficulté se réduit donc à décomposer la fraction ration- 
nelle 

a + bx + cx*- f- dx 3 -f- + px m ~' 

i -~ax — b'x* — ex 3 — — q'x m 

en une suite de fractions de la forme 

A , A’ . A" 
t — rx i r x î — r“x * 

les quantités A , A' , A m , etc. r,/ ,i" , etc. devant être déteiv 
minées par la condition qu’en réunissant les fractions simples 
en une seule , les deux termes de la fraction réduite soient les 
nu mes que ceux de la fraction proposée. Cette décomposi- 
tion sera la matière du chapitre suivant. 

Pursque les dénominateurs des fractions simples, multiplié* 
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entre eux , doivent reproduire le dénominateur de la -fraction 
proposée , on déterminera ces facteurs en égalant à zéro le dé- 
nominateur 

1 — a'x — b'x * — — q'x n , 

et cherchant ensuite , d'après les méthodes précédemment expo- 
sées, les racines de cette équation. Reste donc à évaluer les 
numérateurs A , A’ , A " , etc. : or ces quantités devant etre telles 
que le numérateur de la fraction réduite soit le même que celui 
de la fraction proposée , on égalera entre eux les coeüiciens des 
mêmes puissances de x, ce qui fournira un nombre m d’équa- 
tions du premier degré , au moyen desquelles on calculera les 
indéterminées A, A' , A", qui sont aussi en nombre m. 

Soient les fractions 

1 — x 1 — .r 

et — — , .... , — i 

i — x — ax* i — 5x-f-6x : ‘ 

on trouvera que la première se décompose dans les deux sui- 
vante» ,■ • 

• I 

_I | ! 

î +x i — ax* 

et la seconde dans celles-ci 



Il est facile maintenant de trouver les termes généraux des 
•éries que donnent les fractions précédentes. Pour la première , 
on ferait la somme des termes généraux des séries données par 
les fractions 

1 I 

— p— et — I— , 
î -f- x î — ax 

et on trouverait 

C-(— 0"+j. a" ] X* = • r * > 
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les signes + et — ayant respectivement lieu pour n pair ot 

impair. Faisant successivement 

7t = o,= i, = 2,=5, etc. 


on aura la série > 

ox + 2 x* -f- ax 3 -+• 6x* -f- 1 0J:5 + aax* + 4 2x 1 + etc. 

Le terme général de la seconde fraction sera 

a.3".x" — 2 ".x" = ( 2.3" — 2 " )x" , 

et posant successivement n = o , = î , = 2 , etc. on auri la 
série 

î -f- 4*c -J- i4x* + 4SX 3 -f- + etc. 

Prenons encore pour exemple la fraction 
'l + 2X 

.. 1 — x — x* " 

les facteurs du»dénominateur étant 



on aura les fractions'partielles 





lesquelles donnent , pour le terme général de la série pro- 
posée , 


i(r¥T< 


■ I 
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d’où l’on déduirait le développement en série de la proposée, 
gg. Les développemens en séries des fractions 


- ■ - - * i ... . i . pfc 

(i — rx)‘ ’ (i — rx) 5 ’ (i — rx)* 

: i y * 

donnent pour termes généraux 

On+i); J "x m ; é ^ T V r"; -— ■ V x w ,etc. 

v 1 ' 2 2.3 

donc la somme de la suite qui aura pour terme général 

^ i , 0»-f-i)(m+a)K, , (m-f î) (m-f-a) (m+3)A', 

j A + (m+1 )A',+ — + r5 -3 


-f-(rci-4-i)(m-J-2)(m-{-3). ■ — i)K 


T 


1.2.3 

•••0—0 

eera égale à 




. * 

K , 

+ ** + 

K 

1 '' : “ 1 

1 — rx 

(1 —rxy 

' ( 1 — rx) 3 ’ 

1 , 

(1 — rx) 




c’est-à-dire à la fraction simple 

A'(i —rx) tJ ~~ 1 +J< 1 (i—rx) / *~ 2 +A i (i—rx) f *~ 3 + +A' 


/S.-1- 


{ i— rx)^ 

D’où il suit que si l’on a une série dont le terme général soit 
représenté par la formule 

(K+K , m + K u m*+K m m 3 +. . . . . . . 

il n’y aura qu’à déterminer les coefliciens À',, K %} K 3 . 

K ^ ^ de manière qu’on ait l’équation identique 
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tl 

K + K'm + K"m' 4 K m m a + .... + =» 

, r , „ , , ^ , A,(m4i)(m4n) !)(m+a)(m+ 3 ) 

X +X,( m +i)+ — 4 rO 

A (m-f- 1) (m-f-2) (m+ 3 ) (m 4 /* — 1) 

1 .a . 3 (/* — 1 ) 

Qu’ôn suppose à -cet effet 

K + K'm + K"m‘+ K a w? + 4 A^ -1 ^ m h ~~ l = 5 , 


et qu’on dénote par & , S", S“, etc. le* valeurs de S, lorsque 
m~ — 1 , = — a , = — 3 , etc. on aura , d'après l’identité 
précédente , . ■ 

S' =K } ( A —5' 

S" - K— K, ( , N A. = 5 '— S* 

5* =A — aA,4 A» ( “ ) Ki — S'—aS'+S* 

S"= A—3X,+3X^K 3 ) ( K 3 = S'—oS"+3S'—S‘* 

etc. etc. 


Substituant ce» valeurs dans la fraction ci-dessus , on aura 
la fraction génératrice cherchée , dont l’échelle de relation sera 


,, r A ("-0(M-a) ^- +r ^- 

^ r ’ 2 ’ i.a ,3 ' 


Enfin , il est clair que si la suite proposée est composée de 
plusieurs suites de la forme précédente, il ny aura qu’à ajouter 
ensemble les fractions qui expriment la somme de chacun* de 
ces suites , et l’on aura. 44e fraction unique, égale à la série 

proposée, et dont le dénominateur sera de la forme (i— rx)^ 

y 

(1 — px) De' sorte que cette série aura pour échelle 

les coefliciens , pris négativement, des puissances x , x*, x 3 , etc. 
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du polynôme qui résultera du développement de la formule 

( 1 ■— rx) ^(1 — L px/ 

îoo. Nous terminerons la doctrine des suites récurrentes 
par la question suivante : 

3° Étant donnée une suite de termes dont les valeurs sont 
connues , trouver si Cette suite est récurrente , et déterminer , 
dans ce cas , la formule générale de ses termes. 

Soient les termes donnés et connus T , T' , T*, T" , etc. 
on en formera la série 

T+7 r x+T / ’x*+7 i *x 3 +T 1, x* + ctc. 


qu’on supposera = S , et il s’agira de chercher si elle peut ré- 
sulter du'développement d’uae fonction rationnelle quelconque, 
où la plus haute puissance de x dans le numérateur , soit 
moindre que dans le dénominateur. 

Supposons d’abord que la série proposée soit le dévelop- 

. a' . . 

pement de » ou t l u on ait 


y» _L A r’ 


rîrvnf* 


d’où il suit que si l’on divise l’unité parle polynôme S, en 
ordonnant , dans l’opération , les termes suivant les pu^>sance* 
de x, on trouvera nécessairement, dans l’hypothèse actuelle 
un quotient fini , composé de deux termes p -f- qx. 


Si cette condition n’a pas lieu , la série proposée ne sera pas 
le développement de j e * *1 faudra rechercher si l’on 

a’a pas 


a' -f- b’x „ , r a -f- bx + ex* 

Z3 — -J — , d OU -TT- ~ ; ri 

a -f- bx -j- ex * ’ S a -f- b x 


■*mr 
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après deux divisions partielles, on aura un quotient p 4- qx 

avec un reste de la forme a"x* ; donc 

. * * ‘ “ # / 

1 , , a"ar* 

s — p + qx+ j + b' x > 

d’où l’on conclura que si l’on divise l'unité par le polynôme 
S , et qu’on pousse la division jusqu’à ce qu’on ait dans lo 
quotient , deux ternies tels que p -f- qx , on aura un reste qui 
sera nécessairement divisible par x 2 , et qu’on pourra représen- 
ter par S'x 2 , & étant une nouvelle séiie de la forme 

r+ rx 4 - yx* 4 - etc. ; 


“ô = P + <P 4 — =p+qx + 


a' 4~ t>x 1 


conséquemment . 

5 ' a" , S a'+b'x , , , 

-s=7+ô' x‘ dou 7 = -?-=P +**•• 

Donc si l’on divise le polynôme S par le polynôme S' , on 
aura , dans l’hypothèse actuelle , un quotient fini de deux 
termes tels que p'-\-q'x. Des deux équations obtenues précé- 
demment 

* 1 . S' x* S , , 

— — p + qx-b-^-i y = p+qx, 

on déduit 

s \ __ p' 4- q'x 

p ; g r 1 J ‘ (P 4- <F)(P 4- <?'■*■•) 4--** 

r ' p+q'x 

fraction génératrice. 

Supposons encore que la condition 
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~iÿ=p +q x 

ne soit pas satisfaite ; on recherchera si la série proposée a 
pour somme , 

s, rt + b'x -f* car 1 j 1 a- f- b.r -f- cx*-f- dx* 

a+bx+c# + dx*’ d ° nC ~S ~ d + b'x + cx* • 

Qu’on divise le numérateur de cette fraction par son dénomi- 
nateur , on aura , après deux divisons partielles , un qflotient de 
la forme p -\-qx } et un reste tel que d'x? -f- b". r 3 ; 


donc 


i , , d’x' + b'x* 

S P a ■+■ b' x+c x* 


Il suit de là que si l’on divise l’unité par le polynôme S , et 
qu'on continue la division jusqu’à ce qu’on ait trouvé deux 
termes tels que p -f- qtc , le reste sera en total divisible par x a , 
et pourra être représenté par S'x* , S' étant encore une séria 

de la forme * 

. s < 

F+ V'x + V& -f Vx* -f F’ T x4 -f etc. 
on aura donc 


1 . , S'a* , , 

— =p + qx + —ç-=p + qx-+- 


c"x* + fcfi» 
a -f- b'x -f- c'a-* 


, S' a"+b"x . ,.5 d+b'x + c'x* 

donc ■ - , v — 7 — et delà „ , ü , • 

S B +è ï+c x” S a -f- b x 

Or en divisant le numérateur de cette fraction par le dénomi- 
nateur , il est clair qu’après deux divisions partielles , ,on aura 


s» , , / | «■-*- 

T =p+ qx + ——- t 

donc si Von divise le polynôme S par le polynôme 5*, et qu’au 


( 
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pousse la division jusqu’à ce qu’on ait au quotient deux terme* 
tels que p -f- q x , le reste sera nécessairement divisible par x*, 
et pourra être représenté par S"x* , S“ étant une nouvelle série 
de la forme 

X+X'x + X"x* + X’x 3 + etc. 


On aura don» 


S , . , . S"x* , . . rf'x* 

+<J* + -ÿ- = P + 


d’où 


S “ a w 

S ' — a" + é"x’ 


et de là 


S' _a° + b'x 


p"+q*X. 


Ainsi , dans l’hypothèse présente , en divisant le polynôme S ' 
par le polynôme S " , on aura un quotient fini tel que p m -f- </*x- 
Au moyen des équations - • 


i , * 

— = p + qx- 


ïx* S , , , . S*x» 5' _ e » 

P + c l x +-s^>sü—P +9 x > 


on trouve 

(p'+q'x) (p" + 9 "x) + x‘ 

(p+qx)(p'-t-q'x)(p"+q x)+[(p-+-qx)+(p"+q"x)]x* ’ 

fraction génératrice de la série proposée. 

loi. On conclura donc, en général, que pour reconnaître 
si la série proposée S est récurrente , il n’y a qu ci diviser 
l’unité par S, jusqu’à ce qu’on ait au quotient deux termes 
tels que p -(- qx , et dénotant le reste par S’x 1 , on divisera S 
par S' jusqu’à ce que l’on ait aussi au quotient deux termes 
tels que p' -f- q'x ; dénotant de même le reste par S x 5 , on 
divisera encore S' par S" jusqu’à ce qu’on ait au quotient deux 
termes p" -f- q"x , et ainsi de suite. Si la série est véritable- 
ment 
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ment récurrente , l’opération se terminera nécessairement à lii 
7i‘ me division , ensorte que le reste S^x* sera nul. Autrement 
l’opération ira à l’infini. 

On demande si la suite des nombres 
1, a, 3, 3, 7, 5, i5, 9, 3i, 17, èo, 53, 127* 65, etc; 

'dent ou ignore la loi, est une suite rétUïrente. 

Aj’ant formé la série 

S = 1 -f-aju -f"3x*+3a; 3 -f-7x t -}-5x 5 -}- i5x 6 +9x 7 -f-3ix*-f- 17.1$ 

-f- 63x'° -f- 33x" -f- 137X 11 -f- 65x l3 -f- etc. 

t>n divisera l’unité par S , ce qui donnera le 'quotient 

. * 

p + qx = 1 — 2 .x , 

V ‘ 

et le reste x* -f- 3x 3 — x-* -f- etc. entièrement divisible par x 1 . 
Cette division faite , oii trouvera 

S 1 ~ î +3x — x*-|- qx 3 — 5x"*-j- à îx 5 — i3x 6 -f45x r — 2gx* 

-4-g3xs — 6ix ,û + l 8x", etc. * 

v r .• , . 

» • * 

et divisant 5 par 5^ , il viendra pour quotient 

p' -f- q j£ — 1 — x , * 

et pour reste 7X* — 7X 3 -f- 2ix* -j- etc., lequel étant divisé par 
x“, donnera la sérié 

$" = 7 — 7x -f- 2 1 x- 2 — six 3 -f-49x+— 4gx*-f - 1 c 5 x G — 1 cdx 7 
- '■ » -f- myx 1 — 217x9, etc. 

Divisant S’ par S", viendra le quotient 

p* + q"x =1 + & - 

7 7 . * 

avec Un reste nul , cç qui démontré que la suite proposée est f 
Analysa. T 
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effectivement récurrente. Les valeurs numériques de p , q\ p , 
ij'\ p", q" substituées dans la formule générale 5, correspondante 
à ce cas , donnent pour fraction génératrice 

1 — 3jc-f-3a;* 

1 -j-x — 2 jc* — Ûj? i* 

dont l’échelle de relation est — î , -f- fl > + a > ensorte que si 
t, t', t" , f sont quatre termes consécutifs quelconques de la 
série proposée , on aura 

t» = — + 2t' +at. 

Pour trouver l’expression du terme général , on prendra les 
facteurs du dénominateur , qui sont 

• * î -f- x , 1 •+■ x , t — x l/a , 

et on aura, d’après le chapitre suivant, 

» * 

» i + — 

5 = + + 

• î-f-a; i+r a i— a 

d’où l’on déduira le terme général 

On trouverait exactement de la même manière que la série 
des nombres 

. i, i, t’, fl, 4 ï 7* 7» 7> i3, i^, iS, etc. 

est une série récurrente dont la fraction génératrice est 

* 

o 1 — ax -f- ax* 

i — 3x -f- 4x* — âx 3 -J- x* * 

f 

•d’où résulte l’échelle de relation 3, — 4> — i. Le dénomi- 
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hatcur se résout dans les facteurs (1 1-x+x*. dont 

le dernier se décompose dans les deux suivans : 

ou 


( 3.10o“ . . 2.100“ . \ / 2.100“ . 3.100“ , 

cos — g f-**n — 2 — l/ -1 ) x ■> »-( COS — g sin — g — y— i)x 


auxquels on peut encore substituer les süivans : 


2 : 1 oo° 


l/— 1 


2 . 1 00“ 


l/— I 


x, i—e 


ensorte que , comme on le verra (n 01 io 3 et 104 ) , la fraction 
génératrice pourra être décomposée dans les quatre suivantes : 


A' 


B 


B' . 


l-l no , . 

— 5— y — l 

1— c * s . 
et l’on trouvera 


t — — ^ i/-i i-*' 

x 1 — e x 


5 = 1 , B' ~—i 
■ z^y—i 




— 1 




r — ~i/— i 
if»!/—! e 5 v -e 1 
— « 3 r y — - 

1 *■' ' > » • 1 0 o , •• • 1 O»» « ✓ . 

— i-r— 


«v , I o o 




=.- v -x- 


• • 


t/-I 




2 COS 

? » 

6 


‘e 
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et de même 


analyse 

ICO* 


V— i 


A - 


e 


a cos 


ÎOO" 


Ou aura donc pour terme général 


qui, par la substitution des valeurs de A, A , B, B' , devient 


i 

J cos 

f m ^ — 


( ioo a , a.ioô a \ 


) 


x™. 


j 02. Des équations trouvées précédemment 


OU déduit 


-J = P 4 4 

i=p' + 9 X 4 


SV 

S 

SV 


S' 

S*V 


4 9*^4 _ÿ„- 

S' . , _ ,s*v 

=p 4<r^4 -T.-» 


S" 

SC""*) 




etc. 

:pC»-0 -j-qC'— )x», 


S = 


S' 


£ 

S 


'■ p 4- (j x 4- y** 


fi' + Ft 7 ** 


• ? 
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donc 

S — 


x>gi£briqu 

S tt i 


B. 


sg3 


p' + fx+Ç*'’ 

etc. 


5£*-0 

5É*-»Ï" 


oC'»- 


O-f-gC"- 


Oj?’ 


p+qx-i — — r v - ■ ■ •' 
P +9 •*•’■+ 


X* 


«"+<?>+ 


etc: 

■+ 


v 

x* 


pCn-O^-çC-^Ox" 

Ainsi., pour repasser à la fiction génératrice , il n'y aurait 
plus qu’à réduire cette fraction continue en une fraction ordi- 
naire. Voyez pour de plus amples détails suri ce chapitre un 
mémoire d e Lagrange , intitulé : Recherches sur la. manière de 
former des tables des planètes , d’après les seules, observations. 
( vol. 177a de V Academie des Sciences de Paris,, partie. J. 


CHAPITRE XXI.. 

v 

Décomposition des fractions rationnelles en* 
fractions simples . 

io3. O N a- vu> (n°98) que la recherché du terme général 
d’une suite récurrente ne présentait plus de difficultés lorsque 
la fraction rationnelle génératrice était décomposée en fractions 
simples. Cette décomposition étant aussi d’un usage fréquent 
dans le calcul intégral „ il ne sera pas inutile d’exposer les 
méthodes les plu« simples peut l'effectuer. 

Pour opérer cette décomposition , il faut , 

t*. <^ug le numérateur N soit d’une dimension moindre au 

T 3 


»* 


/ 
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moins d’une unité que le dénominateur D , ce qu’on peut tou- 
jours obtenir par la division ; 

û® 3 . Qu’on ait , par les méthodes précédemment exposées , 
trouvé les facteurs simples du dénominateur , ou les racines de 
ce dénominateur égalé à zéro. 

Soit donc la fraction rationnelle 

N a + a x -f- a"x* -f- -f-oO-0 x*-*- • 

15 ~ (X — ce) (x — «')• . . .... (x - CtC"-0)’ 

a, a' *0>— O étant des racines réelles ou imaginaires, 

ce qui ne contrarie pas la généralité des résultats. On pourra, 
supposer - .- 

J V __ A A' ■> • 

JX x — * X — * ' x — af -?~ 1 

> » 

A, A' . . . A ( - n ~') étant des coefliciens constans et indéterminés, 

fonctions de a, a . . . ,a5 ~ , a , a' . . . . aC" - En effet, si 
on réduit toutes ces fractions au même dénominateur , qu’on 
en fasse la somme, ce qui fournit le moyen de faire dispa- 
raître le dénominateur D , et qu’on compare les coefliciens 
des mêmes puissances de x, on aura un nombre n d’équations 
entre les n ■ Indéterminées A, A'i.....A ( n ~ *), d’où résulte 
la possibilité de les évaluer toutes , et la légitimité de l’hypo- 
diéfce précédente. > • 

Soit , pour exemple , la fraction 

1 -f- x* 

. ■ • ' s • ' * x.— .X3 ». 

. P* 

dont lès facteurs simples du dénominateur sont x , i — x , 
i + x. On posera donc 

‘ ■ ' * .if. 

i -f A A’ A° 

X X 3 x'it*— x'i-f-x’ 

d’où on déduit l’identité 

i + x’ = A + ( A' + A’ )x + (—A + A — A") x* ; 

« 


u 
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et comparant les cochiciens des memes puissances de x , il rient 

A—l,A' = i, A"—— 1 ; 

1 -f- .r* 


donc 


1 

x 


1 A - 1 -f- X 


io4- Lorsque les facteurs du dénominateur seront inégaux 
erftre eux , on pourra toujours , par la méthode précédente , 
déterminer les numérateurs des fractions simples ; mais 1» 
calcul qu’elle exige devient d’autant plus long , que le degré 
du dénominateur est plus élevé. Nous nous proposons , dans ce 
qui va suivre , de déduire immédiatement de N et de D , 
l’un quelconque des numérateurs A .... A^ A ~'^, sans faire 
dépendre sa valeur de celles des dénominateurs précédens , 
comme il arrive dans la méthode que nous veijpns d’exposer. 
Soit x-—.u qn des facteurs de D , ensorte que 

D ~ (x — « ) S , 


S étant le produit des autres dénominateurs x a,' . 

p 

x — a(» O : si l’on représente par — la somme des fraction* 

i * ,jj 

partielles , moins la fraction 


x — <t 


, on aura l'identité 


N A P AS+P(x — «t) AS+P(x — *) 
D~~x — a* S S(x—u} D *• 


donc 


N — AS sa P (x — «.). 


te numérateur A doit donc être tel que N — • AS soit exac- 
tement divisible par x — a. , puisque P est une fonction entière 
de x ; ce qui exigé que la fonction N — AS s’évanouisse 
pour, a; == cti Gette condition sera satisfaite en prenant 


a-LOOl 

c$r 


’T 4 
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(A ) et ( ^ étant ce que deviennent A T et 5 lorsqu’on fait .r =« 4 r 
d’où nous conclurons cette règle : Pour déterminer un des 
numérateurs , il faudra daiu N et S , écrire pour x la racine, 
du facteur simple qui sert de dénominateur à la fraction par-_ 
tiel/e sur laquelle on opère. 


On a donc 


. a+o'^+aV.'-f-a' * x -f- etc. 

- 0-0 ( O— <w- 


A' — 
A m = 


a A- a' u -f -a" '*4 -a m etc. 

( 7_ tt ) ( etc. 

a+o* "-f- a" *"*+a" >" 3 4- etc. 

(>"—«) (a"— «') ,^"ietc.; 

etc. 

' 4 

• , * i s -l- .r* 

Si dans l’exemple précédent — — ou A r = 1 4- x*, et, 

ff-^zae — x 1 , on prend x pour le facteur simple correspond 
çlaut à A , on aura 

S = 1 — x* , , 

et le numérateur A de la fraction simple — , sera ce que. 
devient - — pour x = o ; ce qui donne 

Prenant ensuite le facteur simple 1 — x , pour lequel $=x-)-x\ 
L -4- T a . 

on aura A' — ■ ■ ■ ^ , ce qui donne pour 1 = 1 , 

OC ■ l' ’X 

A' = 1. 

Enfin , pour le troisième facteur simple 1 -f- x , à cause de 


‘ ♦ 





* 


. tt 
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S = x — x* , on fera x ~ — i dans 


1 + * 1 


, ce qui donne 


A"= — 


Ainsi les trois fractions pattielles dans lesquelles se décom- 
pose la proposée , sont comme on les a trouvées plus haut , 



i 

î -f- x 


V 


io5. Si parmi les facteurs simples du dénominateur, plusieurs 
étaient égaux entre eux , la décomposition de la fraction ne 
pourrait plus avoir lieu dans la foéme précédente : en effet ^ 
en revenant aux formules données pour l’évaluation des in- 
déterminés , A , A' ... . A ^ n ~ *5 , on trouve que , dans l’hypo- * 
thèse présente , plusieurs de ces numérateurs deviennent infinis, 
çt qu’ils le deviendraient tous , si tous les facteurs simples du 
dénominateur étaient égaux entre eux. On peut d’ailleurs re- 
connaître l’illégitimité de la décomposition précédente dant 
d’hypothèse actuelle. Supposons en effet qu’on puisse poser 

a-\-bx A A' 

Çx — c) 1 x •*- c'x — c *■ 

ou aurait donc 

a+bx _( A ± A') (x-— c) 

(x — c)* (x — c)* ’ 

d’où on déduirait les deux équations 

A + A'z=b-, — c(A + A')=a, 

Résultats inadmissibles. En admettant la décomposition. 

i A A' 

(x + c) a x-f- a x-f-a* 



après avoir réduit au même dénominateur et comparé , on, 
Couverait „ 




i 
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I 




393 , 


A + A'—o,a + = i , 


relations qui ne peuvent avoir lieu en même temps. 

K 

Supposons donc que le dénominateur de la fraction — , 


renferme , outre les facteur» inégaux , pour lesquels on con- 
naît le mode de composition , un nombre n de facteurs du 
premier degré , réels et égaux ; on pourra toujours supposer 


N__ P K 

D~ S + Q 


0) 


S étant le produit de tous les facteurs inégaux , et Q celui des 
fa cteurs égaux , ensorte que D soit le produit des polynômes 
connus Q et S , et les plus hauts exposans de x dans P et 
dans K , étant moindres au moins d’une unité que les plus 
hauts exposans de x dans S et dans Q. En effet , l’équation 
(1) donne 


N _ PQ+KS 
D ~ QS ’ 


d’o ÙI\ r z=PQ + KS, 


puisque , par supposition , D — QS. Soit D un polynôme du. 
degré q , et S du degré m, m étant <Zq\N sera du degré q — 1, 
et Q du degré q — m ; R devra être du degré m — i , et K , 
du degré q — m — > 1 ; P aura donc m termes , et m coeffi- 
ciens indéterminés , et K en aura q — m. Le produit PQ sera 
donc du degré q — 1 , ainsi que le produit KS , c’est-à-dire , 
que PQ - f- K S sera du degré q — 1 , ou de même degré que A r ; 
ainsi PQ -f- KS contiendra q coefficien* indéterminés ; donc N 
ayant q termes , on pourra former entfe les coefficiens de. 
P Q -f- KS , et ceux de N, des équations linéaires en nombre q , 
lesquelles serviront à déterminer les q coefficiens de -P et de K, 
d’où résulte que la décomposition est toujours possiblé , et; 
• qu’on pourra posér 


IV 

P 


+ 


% — <* X-— a X — « 


? 


2 99 


» 

ALGÉBRIQUE. 

p x n-, 4 . P' x *-* 4 . 

. (*-*)'■ 

dans l'hypothèse 

Z)= (x — «) (x — «') (x — a") etc. ... (x — 6 )*. 

La fraction 

Pt"-' 4 - P'x n ~* + -f- pC*-0 

______ 

■ . 

par l’hypothèse x — C = z , d’où x = z -f- C , prend la forme 

B B' B" ' * 

x- + a -‘ + z*-‘ + + z 

■fes numérateurs B, B' />C«— O étant indépendans de s, 

ainsi que le démontre le calcul : on pourra donc supposer 

N B B' /?O-0_ P 

D (x-u)* + (z-C)-« + " + x _ & S ’ 

P 

— représentant la somme des fractions partielles dues au* 

u 

facteurs inégaux contenus dans D. Si on réduit au même 
dénominateur , on trouvera 

= S [P 4 -Æ' (x — C) -f- B" (x. — £ )* + •••• 

®f- PO-’) ( x — €)■*-* ] + P ( 4 — c - 

d’où l’on déduit 

K — S[B-4-B'(x-C)-)-B"(x-Cy+ 4/;C"-0(. r -€)"- 1 '] 

~ - (4~e)“ ' 

, * 

Or P devant être une fonction entière, il faudra que le numé- 
rateur de son expression soit divisible exactement n fois de 
suite par le dénominateur x — 6 ; ce qui exige que la partie^ 


* 
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A T — /?,? du numérateur devienne séparément nulle lorsque 
a,' = C ; doue 

(5) ’ 

(.V) et (.**) désignant ce que deviennent N et S lorsqu’on y 
{ait x = C ; conséquemment 

IV — BS = N -^9 S, 

quantité divisible par x — « Ç , et que nous représenterons; par 
A* ( x — £ ) , ensorte que • 




N'-SCB'-h /}"&— cf-l- + 

T ( x — C )" — * ■' 


en effaçant le facteur commun x — C. Faisant le même rai-.: 
ionnement t et supposant encore x = C , on aura, 

• *-w 

•ù N et S , entre pareathèses , rappellent la substitution x = 
donc 

A” —l SB’ = ]$' -r- S 

quantité divisible par x — C , et que nous représenterons pa*r 
A* (x — C) , ce qui donnera. © 

„ A'* — S [ /?" -f- /?%r— C) 4- •+• ÆC"^0(x— t)— 3 T 

(x-C),-» 

On trouverait de la même manière , dans l’hypothèse x = 6 ^ 


et conséquemment 


(.SI* 
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Sot 


„ y?'v( x _f ) 4., + ZK"-> (x— £)"-*] 

t O — C)*" s f 

d’où on déduit pour x = C , 

( 5 ) * 

et ainsi des autres numérateurs. 

Prenons pour premier exemple la fraction, 

{x* 

pour laquelle les fractions partielles qui résultent du facteur 
quarré ( i — x )“ du dénominateur , sont 


On a ici 


.. * .+-SL. 

(1 — x)* 1 — x 


A^xS.S^i+x^d’où:^ ** 


£ i + a* * 


ce qui donne 


four x = î ; donc 


( 5 ) * 


et divisant par î — x, conformément àja règle , il vient pour 
quotient 

et conséquemment 

A' _ — î — x — x*-f-x*_ 

~S a(i +x-t) 1 

$ 

& X * 


« 
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pour x 


*-W~. ■ . 

— 1 . Les fractions dues au facteur ( 1 —- a- )* sont donc 
1 i 


aCt — *)* 3(i— a) 

Soit encore la fraction 


(i— a) 3 (i +a“) 


pour laquelle les fractions partielles dues au facteur (î — a) 3 * m 
sont 

B B' B - 


(i— r) 5 " 4 " (i— *)* ' 1— *' 

' f . , 

Dans ce cas 

N — x*,S = î +x«, 

on aura donc 

N 


+ 


S i + * 

pour i . On trouve ensuite 


,et5=i 


I ^,2 1 


N' = - 


i — a 


ce qui donne 


lf_ _ — ? 

, S ~ i+*“ 


; donc B' ; 


on a 


donc 


iv'==iï± i£ = _:*s 


1 — X 


% 


Diqi 


ogle 



/ 
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• — ,r 


TV 

S 


a(i + **) 


et fi" = • 


3o3 


Ainsi les fractions partielles qui naissent du facteur cubique 
{ 1— x ) 3 du dénominateur, sont 


a(i — x ) 3 2(1 — x ) 1 4 ( 1 — x)‘ 


10S. Nous conseillerons à ceux de nos lecteurs qui von- # 
draient compléter cette théorie , de consulter l’ouvrage d'Euler, 
ayant pour titre : Introductio in analysin infinitorum , ou la 
traduction avec des notes par le citoyen Labey , l’un des pro- 
fesseurs de mécanique à l’Ecole Polytechnique. Si nous n'avons 
pas donné au ti tre précédent toute l’étendue qu’il comporte , 
en ne considérant pas tous les cas qui peuvent se rencontrer , 
c’est parce que le calcul différentiel offre des méthodes beau- 
coup plus brièves pour évaluer les numérateurs des fractions 
partielles dues aux facteurs inégaux , réels ou imaginaires 
aux facteurs égaux, et aux facteurs doubles, réels inégaux et 
égaux , dans lesquels on peut décomposer le dénominateur de 
la fraction proposée , comme on peut le voir dans les Traité» 
de calcul intégral , et dans mes Leçons d’ Analyse à l’École 
Polytechnique , dont je prépare une seconde édition qui 
paraîtra incessamment. , « 



» 



* 
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CHAPITRE X X* I T. 

Transformation des fractions. 

I07. N O t s avons cru qu’on rie serait pas fâché de trouver 
ici un extrait d’un mémoire donné sur cette question par 
« Lagrange , lequel est consigné dans le cinquième cahier du 
Journal de V Ecole Polytechnique. 

Sait une fraction — qu'on suppose moindre que l’Unité , et 

réduite à sa plus simple expression , ensorte que les nombres 
A et B soient premiers entre eux. Si l’on demandait de trans- 
former cette fraction en une autre dont le numérateur ou le 
dénominateur fut donné, il est clair que cela ne serait possible, 
à la rigueur , qu’autant que le nouveau numérateur ou déno- 
minateur serait un multiple du numérateur ou du dénomina- 
teur donné. Mais si l’on veut se contenter d’une approximation , 
le problème est toujours résoluble , et il s'agira de déterminer 
la nouvelle fraction, de manière qu’elle approche le "plus qu’il 
est possible de la fraction donuéei 

Ainsi , en tftsignant par —cette nouvelle fraction , dans la- 
quelle uous supposerons que le dénominateur a soit donné , 
le problème consistera à déterminer m , ensorte que la diffé- 
rence entre les deux fractions — et — soit la plus petite 


possible. Or cette différence est = 


:il s’agira donc 


de déterminer m, d’après la condition que le nombre Ba — Am 
devienne le plus petit possible , puisqu’alors la différence sera 
laplus petite pour le meme dénominateur a. 11 est visible qu’il 
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n’y aura qu’à prendre pour m le quotient en nombre entier de 
ha par A : alors désignant le reste <îe la division par R , on aura 


Ba — Am = R , 


et 


Ba — Am • R 
Aa Aa ’ 


ou R est <[ A , ensorte qüe est une différence plus pe- 
tite qu’elle ne le serait pour tout autre nombre m. 

Mais on doit observer ici que le reste d’une division peut 
être positif où négatif, suivant qu’on prendra pour quotient 
le nombre qui , multiplié par le diviseur, donnera un produit 
immédiatement moindre ou plus grand que le dividende. Dans 
l’arithmétique, on fait toujours la division de manière que 
les restes soient positifs ; mais , dans la théorie générale des 
nombres , on peut employer des restes positifs ou négatifs ; 
et on peut même , par ce moyen , faire ensorte que le reste 
soit toujours moindre que la moitié du diviseur : car il est 
évident que si le reste est plus grand que cette moitié , en 
augmentant ce quotient d’une unité , il faudra retrancher le 
diviseur du reste , ce qui donnera un reste négatif et moindre 
que la moitié dii diviseur. 

Or on peut , pour plus de simplicité , appeler division en 
dedans celle pour laquelle le reste est positif , et division en 
dehors celle qui donné ün reste négatif-, parce qu’en effet 
dans la première , le produit du quotient par le diviseur tomba 
en dedans du dividende ^ et que dans la seconde , il tombe 
an dehors. • .... 

Soit donc 


Ba — Am = C (i°.) 

ou tfc C représente le reste de la division de Ba par A et m le 
Quotient ; on aura 


Analysé. 



Y 

■t 
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on pourra donc traiter de la même manière la fraction — dan* 
laquelle C est toujours nécessairement moindre que A , et la 
réduire à une autre fraction connue dont le dénomina- 
teur b soit encore donné , et qui approche le plus qu’il est 
possible de la même fraction. On fera ainsi 

Cb — An s± D (a®) , 


où dr D sera le reste de la division de Cb par A , et n le quo- 
tient. On aura de cette manière 


Ç-1 + JL (a) 

A b Ab ^ 


On pourra , si l’on veut , continuer de même , en faisant 

Dc — Ap = ±.E 

«t l'on aura 

-= P -±~. 

A c Ac ' 

• i 

et ainsi de suite. 

108 . Nous remarquerons ici que le nombre B étant < A , 
par l’hypothèse, les nombres suivans C , D, etc. seront aussi 
moindres que A , puisqu’ils sont les restes des divisions de Ba, 
Cb, etc. par A. De là résulte que les'numérateurs m , n,p , etc. 
ne pourront jamais être plus grands que leurs dénominateurs 
respectifs a , b , c , etc. 

Car en considérant l’ équation 

Ba — Am=±.C, 
si B a est j> Am, on aura 

Ba — Am = C ; donc Am = 5a — ■ C< 5a ; 


.(3®) 

(3), 


, ALGEBRIQUE. 307 

mais A étant B , le nombre m sera nécessairement < a. 
Dans le cas contraire de Ba < Am , on aura 

Bu- Amis — C ; donc Am=Ba- f- C , et A(m- i) — Ba-\- C-A ; 

mais de ce qu’on a A C , résulte C — A < o ; donc 

A ( m — i ) < B a ; 

et comme B est < A , m—i sera nécessairement < a ; con- 
séquemment 

m < a - f- 1. 

On démontrera de la même manière par l’équation 
Cb — An = + D , 
que l'on aura , dans tous les cas , 

n<b + i, 

et ainsi de suite. 

Lorsqu’on détermine les numérateurs m , n , etc. de manière 
que les restes des divisions de Ba, Cb , etc. par A , soient 
positifs, alors on déduit de la démonstration précédente 

m <C o > « b , p < c , etc. 

C 

En substituant successivement; cette suite de valeurs —, 

A 

D . . ' 

, etc. tirées des équations (2) , ( 3 ) , etc. dans (1) , on aura 

cette suite de transformées • - 


B m. Ç m , n . D m , n , p . £ . 

A a Au a ab Aab a ab apc AabiS 


etc. 


887 


109. Faisons une application à la fraction — — ^ , et pre- 
nons tous les quotiens en dessous : on a , pour a — a , 


Y a 


Digitized by Google 


3o8 


ANALYSE 


et 

pour b s= 3 , 


a. 887 C 671 

m mo3 no 3 1 no 3 ’ 

88 7 1 671 

11 o 3 a 2 . 1 1 o 3 * 


n __ 3.67i 


no 3 no 3 


1 — 


9 10 . 

nÔ3 ; 


conséquemment 

81 _ _ _____ 
iio 3 2 a 3 a. 3 . uo 3 

pour c = 4, 


887 1 1 .j. 910 


4.910 Æ 2 33 i 


no 3 no 3 


donc 


887 _ 


no 3 a a .3 _r a. 3 . 4 a. 3 - 4 *uo 3 * 

pour d = 5 , 


+ 


nc 3 ♦ 
33 1 


9 = 


5 . 33 i 


1 1 o 3 1 1 o 3 




55 a 
1 io 3 ‘ 


En prenant pour e , f, etc. la suite des nombres naturels 6, 
7, etc. 'on trouverait 


Æ=i+^ + * 


-f- etc. 


no 3 a 'a .3 'a. 3. 4 '2 ... .5 ' 2. ...6 a.. ...9 

en observant qu’on passe de la fraction quia a. 3 . 4 - 5 . 6 pour 
dénominateur à celle dont le dénominateur est a. 3 . 4 - 5 . t>\ 7. 8. 9 : 
ensorte que les fractions approchées en moins, sous les déno- 
minateurs 2, a. 3 , 2 . 3 . 4 , etc. , sont 


I 4 19 


9 6 


579 291817 


a’ S’ 2.3.4’ a. 3 . 4 T 5 * 2. ... 6 ’ a;... 


, etc. 


» r- 


Digitized by Gool 


A L pré B R I QUE. 309 

Nous développerons la même fraction , mais en faisant la 
division tantôt en dehors et tantôt en dedans. Oa a toujours , 
pour a- z u. 


„ _ 3 - 8S 7 _ _£ 43 ? 

JJ} — 1 -T 2 ' 


et 

pour, b -=zZ K 


no 3 no 3 no 3 ’ 

887 _ i _ 4^ a . 

uo 3 a.n'o 3 ’ 


n — 


3.433 22. 

1100 uo 3 


= 1 4- -iâ?; 
^ no3 


conséquemment 

887 


iq 3 


i\p 3 


3,3 3 . 5 . 1 1 Ô 3 ’ 


pour c — 4 , 


J" 4 .x 9 3 E 33 1 v 

P 5 ~ “ Sr ï ' ' 


no 3 no 3 


donc 


iio 3 * 


887 i 1 33i 

1 1 o 3 1 a . 3 a. 3 . 4 2.3.4 . 1 iû 3 1 


pour d = 5 -, 


d'où. 


__ 5 . 35 t F_ 55 i _ 

no 3 uo 3 “ a uo 3 ’ 


‘ + 


55 1 


• U 


887 1 

xio3 1 a,.3 a..3.4 2.3 V 4- 5 3.6.4-5.HC3 1 

enfin , pour e — 6 , 

6 . 55i G- _ 3. 

r = ' *-^== 3 --^, 


no 3 n.o 3 

et continuant, on trouverait. 


y s 
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887 „I I , 3 3,1 

no 3 a . 3 a. 3. 4 ~ a. . .5 a... 6 a. 77 g 11 

en faisant même' observation que ci-dessus à l’égard des deux 
•dernières fractions. ^ 

La somme des trois première* fractions donne ^ , ainsi 

qu’on l’a trouvée précédemment ; ajoutant la quatrième , on 

a — au ü eu de — - - ; prenant encore la cinquième . 
2.0.4.D a. 3.4.3 

on obtient --- — - 


a. 3 . 4 - 5 . 6’ 


On remarquera donc , à l’égard des signes successifs des 
séries , que celui du second terme est le même que celui du 
premier reste ; qué celui du troisième doit être le produit 
de ceux des deux premiers restes ; que celui du quatrième 
est le produit de ceux des trois premiers restes , et ainsi de 
suite. 

4iio. Si les dénominateurs donnés sont tous égaux entre 
eux, alors la strie prend cette forme plus simple 

B m.np 
-7 = — ± — ±A±, etc. 

A a a? a 3 

et il est facile de voir que*si l’on fait a = 10 , et qu’on prenne 
tous les restes positifs , c’est-à-dire , qu’on fasse toutes les 
divisions en dedans , comme on le pratique dans l’arithmé- 

tiqhe , on aura la réduction connue de la fraction — en dé- 

cimales , ou les numérateurs m, n, p, etc. sont les carac- 
tères successifs de la fraction. En effet, m sera le quotient 
de la division de aB ou de îofi par A et C le reste ; n le quo- 
tient de la division de aC ou de îcC par A et D le rç*te et 

ainsi de suite, ce qui revient à l'opération connue de la divi- 
sion par décimales. 
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On remarquera maintenant que tous les dénominateurs 
étant égaux, les numérateurs m, n, p, etc. doivent nécessai- 
rement revenir les mêmes et former une série périodique : car 
les restes C, D, E, etc. -étant tous moindres que le diviseur 
A , il devra arriver que dans la suite des opérations un 
des restes soit répété. Supposons , par exemple , que le 
reste E soit égal au reste C , comme n ; fest le quotient et D 
le reste de la division de Cb par A , que de meme q est le 
quotient et F le reste de 'la division de Ed par A, à causé de 
a—b—c, on aurS q—n et F^s.D-, et par la faème raison 
r=p, G — E et ainsi de suite; de sorte que les quotiens 
n, p, etc. reviendront toujours à l’infini et formeront une 
suite périodique de deiix termes. C’est ce qui a lieu , comme 
on sait dans l’arithmétique ordinaire, lorsqu’on réduit un^ frac- 
tion quelconque en décimales. 

De là on peut conclure réciproquement que si l’on a une 
série numérique quelconque de la forme 



±: etc. 


laquelle aille à l’infini, sans que les numérateurs m,n, p etc. 
qui doivent tous être <[a-f- 1 , forment une suite périodique, 
cette série ne pourra jamais représenter unefractionrationnelle. 

Hi. Considérons maintenant plus particulièrement le cas 
o les numérateurs m, n, etc. sont donnés et supposons que 
ces numérateurs soient tous égaux à l’unité, ce qui rend la 
forme de la série la plus simple et la plus convergente. 

Dans ce cas, les équations, (i°.) , , (3°.) etc. devien- 
dront * - - 


Ba ~ A -±.C-, Cb — A = ±D-, Dc—Az=±E, etc. 

Ainsi l’on prendra pour a le quotient de la division de A 
par B , pour b le quotient de la division de A par le reste C; 
pour c le quotient de la division de A par le reste D , et ainsi 

V 4 
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4 e suite. De sorte que , dans les opérations , on comparent 
successivement tous les restes au meme dividende A , ce qui 
rendra la suite des restes décroissante , et celle des quotiens 
a , b , c , croissante , jusqu’à ce qu’on parvienne à un reste 
nul, ce qui terminera l’opération et la série. On aura alors, 
pour le développement de la fraction 

B 1 . 1 , i . . 

—. = - ±: — r de -7- :± etc. 

A a ab abc 

Si l’on fait toutes les divisions en dedans , comme à l’ordi- 
naire , les restes C, D, etc., auront le signe négatif, et par 
conséquent les signes de la série seront alternativement posi— 
tifs et négatifs. En effet B , C , D , etc. étant < A , on a 


B 

_ 1 

C 

A 

~ a 

aA 

C 

1 

D 

A 

~ b 

bA 

D 

1 

E 

A 

c 

c A 


etc. 


où chacun des restes C, D , E , etc. est négatif. Dans le» 
substitutions successives qui donnent 

B_ _ 1 _ i_ D 
A a ab abA 

B_ _ 1 i_ , 1 E_ . 

A a ab abc abc À * 

etc. • 

On remirque que le signe du second terme est le même que. 
celui d:i premier reste ; que le signe du troisième terme doit 
être le produit de ceux des deux premiers restes; que le signe 
du qua'tçièpje doit être le produit de ceux des trois premiers 
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restes , et ainsi de suite. Pour que la série n’ait que des termes 
positifs , il faudra que les divisions successives soient toutes 
en dehors, pour que les restes C , D , etc. dans les formules 
ci-dessus, «oient tous affectes du signe -j-. 

r 

Au reste , si l’on voulait avoir la série la plus convergente , 
il faudrait faire chaque division en dedans ou en dehors , sui- 
vant qu’elle donnera le reste le plus petit. 

112. Comme cette manière de convertir une fraction en série 
est peu connue , et peut être utile dans beaucoup de cas , nous 
l'éclaircirons par quelques exemples. 

887 ’ . . . * 

Soit donc la fraction — - 5 , et faisons les divisiez* 

IlOO 

en dedans ; nous aurons ce tableau d’opérations 


' 1 io 3 
887 

! 


* 


21 b' 

1 io 3 
1080 

js 




23 

1 io 3 
1081 

47 




22 ) 

1 1 o3 5 o 




1 

1 100 





3Ji io5|367 




2 

1 io 3 | 55 i 

1 103 | 


1 1 100 
1 io3 


Les restes sont — 216, — s 3 , — 22 , — 3 , — • 2 , et le* 
quotiens 1 , 5 , 47 > 5o, 367 , 55 1 , no 3 , de sorte -que l’on aura 
çette série alternative 


^ = 

U03 ^ ^ /rj 


5 * 0.47 5.47-5o * 5.47*5o«36/ 


+ 
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5 . 47 - 5 o. 3 b' 7 . 55 i 5 - 47 - 5 o. 367 . 55 i . uo 3 ’ 

Prenons la fraction qui exprime le rapport de la circon- 
* férence au diamètre , et qui est en décimales 

3,14159a 65358 g 7 g 3 a 38 462643 38 , etc. 

en faisant la même opération sur la fraction 

i 4 i 5 gn 65358 q 7 g 3 a 38 462643 38 , etc. 

1000000 000000 oocooo 000000 00, etc.’ 

% . 

et faisant les divisions en dedans ou en dehors , suivant qu’il 
sera nécessaire , on trouvera les quotiens 7 , 1 13 , 47 ^ 9 , 47°6* > 
499762 , et l'on aura la série très-convergente 


+ 


3 il l 1 

7 7.113 7.113.4739 " T " 7.113. 4759. 47°5i 

. 1 


39 


7. 11 3 . 4739. 47c 5 1.499762' ^ 

La somme des deux premiers termes donne le rapport 

/ 

trouvé par Archimède ; et en y ajoutant le troisième ,,on a 

355 ‘ . ' - 

celui de Metius -==. 

i33 

Nous regrettons de ne pouvoir faire connaître en entier 
cet excellent écrit de Lagrange , dans lequel ce géomètre 
traite la question de réduire une fraction à d’autres fractions 
• exprimées en moindres termes, et qui soient les plut appro- 
chante^ qu’il est possible de la fraction donnée ; problème , 
ajoute-t-il , l’un des plus intéressans de l’arithmétique , soit par 
les artifices qu’il exige, soit par les usages dont il est susceptible. 
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CHAPITRE XXIII. 

Notions sur l’analyse indéterminée. 

n 3 . ]N"ous avons vu ( 1"' sect. chap. XVI) comment on 
pouvait évaluer un certain nombre d'inconnues au moyen du 
même nombre d’équations. Mais lorsque la question ne fournit 
pas autant d’équations que d’inconnues , il y a de oes incon- 
nues dont on peut disposer arbitrairement. Ces sortes de ques- 
tions sont dites indéterminées , parce qu’elles admettent un 
nombre indéfini de solutions. 

Cependant , comme d’un autre côté on ajoute ordinaire- 
ment la condition que les nombres cherchés doivent être en- 
tiers et même positifs , le nombre des solutions possibles se 
trouve réduit , de sorte que souvent il n’en existe qu’un très- 
petit nombre , et que quelquefois le problème n’en admet 
pas. Cette partie de l’analyse exige des artifices particuliers de 
calcul , propres à e , ercer l’esprit des commençans , et à 
exercer leur sagacité. 

Nous commencerons par cette question bien facile : Trouver 
deux nombres entiers et positifs , dont la somme fasse 10. 

Indiquant l'un de ces nombres par x , et l’autre par y , on 
aura pour traduction 

x + y=z io, d’oùx=io — y. 

D’après la restriction énoncée , on ne peut prendre pour y 
que la suite des nombres entiers depuis 1 jusqu’à 9 inclusi- 
vement , ensorte qu’on a pour v, et x cette suite de valeurs 

correspondantes .. 

y ~ 1 > 3.5, 4) 5 , 6, 7 w 

* = 9 » 8, 7, 6, 5, 4, 3, 3,1. 


t 

O 
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Or les quatre dernières de ces neuf solutions étant les même* 
que les quatre premières, la question n’admet véritablement 
que cinq solutions différentes en nombres entiers. 

Que si l’on demandait trois nombres dont la somme fût 
égale à 10 , on n’aurait qu’à partager en deux parties l’un de? 
nombres qu'on vient de trouver , et on obtiendrait un plus 
grand nombre de solutions. 

1 14. Supposons qu’on ait pour traduction d’une question , 
l’équatiou * 

• . x . = by -f- c i 

tout nombre entier et positif pris pour y , donnera pour x ua 
nombre entier et positif, tandis que pour l’équation 

x — — by + ç 

on ne trouvera pour x de valeurs positives qu’àutant qu'oa 
prendra pour y des nombres positifs , tels qu’on ait by c v 
L’équation proposée étant 


x — — by — c, 

il sera impossible de satisfaire à la restriction énoncée. 

Soit, en second beu , l’équation 

7 i j. , by + c 

> ax = by -f- c , d ou x — > 

•n ne découvre plus aussi facilement que dans le cas précé- 
dent les solutions en nombres entiers et positifs. Nous obser/n 
verons avant tout , qu’il convient de résoudre la proposée par 
rapport à celle des deux inconnues qui a le plus petit coefficient, 
^ilin que la première division soit possible. Cela posé, nous fe T 
rons connaitre l’esprit de la méthode, sur un, exemple particu- 
lier. Soit l’équation 


I7X= a 3 y -f- ig , d’où x 


__ aqy- 


-^=y + , + e J±3- 


•n deyra avoir, d’après la restriction énoncée paît .rapport aux 


< 5 > 


« 


Digilized by Googl 



Algébrique. 


3i 7 


nombres x et y , ~ ^ ~ 3 - nombre entier ; ainsi nous poserons 

6v+a , 17 E — 3 5 E — 3 

— — E, d ou y = — — t : = 2 £-f 2 — . 

17 j (, 'b 

Pareillement -g—- doit être un nombre entier; alnÊ nous au- 
rons 

5^—2 ^ „ 6 E'+n w . E'+z 

6 > dou £ =-T-= l£r + -5— 

- — doit être un nombre entier ; nous écrirons donc 
. 3 

—P^=E\ d’où E' — SE"— 2 : 

5 


de là cette suite d’équations 

E! = 5£" — 2 } , r 5£" — a • 

* = fî5 fêtent \ E = 
y = tf, \tevalwnV-y 

x — y -j-E-j-i J \ x = q3£ — 8 -J - 1 : 

il sera facile de voir qu’en prenant pour E" des nombres en- 
tiers et positifs, à partir de l’unité, on aura toujours pour x 
et pour y des nombres entiers et positifs. Supposons qu’on ait 
résolu la proposée par rapport à y : on aurait 

l 7 x-iq 

• ?' 23 ’ 

^ * 

E désignant un nombre entier : de là on déduirait 

23/? +19 

x = , 


ce qui nous ramènerait à avoir pour diviseur le plus petit des 

a 
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deux coefEciens, ainsi que nous l’avions choisi d’abord. Généra- 
lisons et supposons l’équation 


le nombre a étant <^b. On aura d’abord, en divisant b et c 
par a, désignant le* quotiens par q et Q , et les restes par r 
et R, 


x —qy+Q+ 


ry + R 


Il faudra donc que ^ ^ soit un nombre entier E, c’est- 

a 


à-dire, qu’on ait 


rv +K 


r’E — R 


r"E+R 


aE — R , r r' E — R 

y = — r = 9 E + 


— E 1 } d’où <{ — q''£' + 


r"E' + R 

/ 


^ /E'-R , „ , r”E'-R 

E — p — =9 E -i p — 


'D’abord on divise b par a , puis le diviseur a par le premier 
reste r, puis ce reste par le second reste r 1 , puis r' par le troi- 
sième reste -r" et ainsi de suite, et l’opération s’arrête lorsqu’on 
parvientà un reste l’unité, parce qu’ayant par exemple , r*=i, 
de 

i*E" — R _ 


on déduit 




E' — T J 'E m + R. 


C’est ce qui arrive lorsque a et b sont des nombres premiers 
entre eux : car alors la fraction - étant irréductible , en opc- 

, B . V 
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rant sur les deux termes, ainsi ^ue non* venins de le dire , on 
parvient à un plus grand commun diviseur qui est l’unité 
(1 sect. n° 80) , on a donc 

&=ji<7 + r; a=rq' -f- r' ; r^/ç' + r*; r / =r*q" + i, 
et on trouve , après avoir réduit au moyen de ces égalités , 

E"—r"EJ+R \ Ç 

FJ — r E" +f l V f —q”R 

E = r EJ+g > où < c— ffî + R 

y =a E m + h V ) )l=gq'+f 

x c= b EJ -f- ( /t — hq -\-Q. 

* 

Si le terme tout connu c est plus petit que le dénominateur a, le 
reste R doit etre remplacé par ce nombre c. Si le nombre c 
est exactement divisible par a, le reste R — o, et il est inu- 
tile d’opérer ainsi qu’on la dit sur la fraction - , puisqu’ alors 

f—o, g=o, h=o, k=o, . 

1 

et conséquemment , 

• ' *> ’ 

y = aEJ, x=bEJ+Q. 

% 

On remarquera encore que dans les valeurs générales d’x et 
d’_y, les coefïiciens a et b de ces inconnues dans la proposée, 
sont, dans un ordre inverse, facteurs de EJ. 

Supposons maintenant que les nombres a et b ne soient pas 
premiers entre eux , ainsi qu’il arrive dans l’équation 

ÿx=iSy+u: 

nous trouverons 

i 5 y-fa . 6y-fa . „ 
x=-^-=y+-^-^y+£, 

de sorte que 


r 

j 
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ainsi 

* 

g£=6y-f-2, ou 6y=g£ — 2, 

y 

= 2 . 

de façon que 




Or il est bien clair que le second membre ne peut jamais deve- 
nir un nombre entier, le nombre E' devant être entier. Ce* 
sortes de questiçns sont donc impossibles, lorsque e et A n'é- 
tant pas premiers entre eux, le nombre c n'est pas exactement 
divisible par leur plus grand commun diviseur' Si cela était , 
on ferait d’abord cette division qui ramènerait les coefliciens 
d’x et d’_y à des nombres premiers. 1 
n 5 . Si l’équation proposée est 

— by±c 
à 

il y a tine observation essentielle à faire sur les signes de 

£",£', E, y et x, résultats qui dailleurs s’obtiennent d’a- 
près le même procédé : pour la mettre plus en évidente, pre- 
nons l’équation 

J== — asy+.à 

. 17 , 

déjà traitée précédemment, mais en prenant y avec le signe -f-,- 
nous aurons 


2—5 E 


— aSy-fiq 2— Gy 

x = - =— iy -f 1 -I - 

17 J Vf 

b . - v — b 

*~ r — = + £»; £' = 2— 5 £', 
f» 1 


6 

2— £* 
5 


m 


« 


et 


y 


. **•• 
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et remontant, on trouve 

£'•=— 5 £" + a 
E =+ 6E" — a 
_y = — îyE" + 6 
x = a 3 £" — 8+1, 

résultats qui diffèrent de deux en deux; par le signe seulement, 
de ceux qui se rapportent à l’équation 

/ 

j= i 5 y+i 9 s 

»7 

■ . - r • . 

11 S. Dans le cas où le problème est plus qu’indéterminé,' 
l’équation finale renferme , au m^ins , trois inconnues x, y et 
z , et alors elle est de la forme 

x= _ by + cz+d . 
a 

♦ » 

dans ce cas , on suppose z = 1 , ce qui la change en 

x= by + (c+d) 
a 

et on cherche toutes les solutions possibles, puis, pour z = 2, 
on traite l’équation 

T _ hy + Çac + d ) 
a 

et ainsi de suite pour chaque hypothèse faîte sur z. 

117. Éclaircissons cette théorie par quelques exemples : 
i°. On demande de combien de manières on peut faire équi- 
libre à un poids de 254 kilogrammes , en mettant dans l’autre 
bassin de la balance des poids de 11 et de 5 kilogrammes ? 

Représentant par ac le nombre des poids de 1 1 kilogrammes , 
Analyse-. X 
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et par celui des poids de 5 , on aura pour équation 

1 ix -J- 5y = a54 , 

qui , comme on l’a fait voir plus haut , ne peut admettre 
qu’un nombre fini de solutions. On déduit de là 



Posons , ainsi qu’on l’a fait dans la théorie générale , 

- 7T ^-,doncj=— r - = -2E+ — g— 

Soit encore 

d’où£=i — 5 E r , 

o 

ensorte que 

y s= nE' — a , x = 24 — 5 E . 

On ne peut prendre pour E' un nombre négatif, parce qu’on 
aurait pour y un tel nombre; il faut d’ailleurs t pour que la 
valeur de x soit positive , qu’on ait 

. 5 E < 24, ou E! <^p 

Ainsi la plus grande valeur de E , en nombre entier positif , 
est E! — 4- On aura donc 

x= 19, = 14, — £, = 4 

y = 9., = 20 , =z:3i > — 4 a< 

2*. Un avare possède plusieurs sacs de 1200 livres chacun. En 
les comptant une première fois trois par trois , il n’en trouva 
aucun de reste ; une seconde fois il les compta sept à sept , et 
il n’en resta qu’un s les comptant une dernière fois de dix en 
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dix , il en resta six. On demande combien V avare possédait de 
sacs , sachant d’ailleurs qu’il en avait plus de cent , mais moins 
de trois cents ? 

• 

Si l’on désigne par x le nombre inconnu de sac9 , il ré- 

1 J ^ 

suite des conditions de la question . que ■= , et — 

3 7 '10 

doivent être des nombres entiers positifs , ensorte que toute 
combinaison de ces nombres , par voiê d'additifn ou de sous- 
traction , doit être aussi un nombre entier positif, et le dési- 
gnant par E, on peut poser 


d’où 

Faisant 

donc 


, x fx — 1 1 x — 6 ~] 

^ 3 L 7 îô - J’ 

E -4 


x— 11 E— 8 -f- 


*9 


E -4 

l 9 


— il viendra 2?= îgE -f- 4 ; 


x = ato E' -f- 56 . 

Mais x doit être > 100 et < 3 oo ; donc 

atoÆ' -f- 36 > 100, d’où Ef~> , ou E , '>q 

210 

# ato E' + 36 < 3 oo, d’où E' < ou E? <? 2. 

210 

"* j 

Aiftsi il n’y aura d’hypothèse admissible que cfelle de E ss 1 , 
ce qui conduit à 

x — ato + 36 = 246 , 

nombre de sacs à déterminer. 4 

3 °. Trouver un nombre qui, divisé par a, donne pour reste 1; 
divisé par 3 , donne pour reste a; divisé par 5 , donne pour 
reste 3 ? . 

i X a 
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On a les trois nombres entiers et positifs 

x — x x — a x- — 3 
~ï~‘ ~5~ ’ ~5~' . * 

x désignant le nombre cherché. Ainsi la combinaison 

io(x — a)+6(x — 3) — i5(x — 1 ) 

E = 3S 7 

* * 

qu’on obtient en retranchant lp premier nombre de la sopime 
des deux derniers , est encore un nombre entier et positif. 
Effectuant les multiplications , on a 

E , d’où x=3o£+a3. 

Faisant successivement 

£x=o > = i,=a,=3 1 etc. 

ou trouvera , poxir les valeurs correspondantes de x en nombre 
indéfini , 

x = a3 , = 53 , =3 83 , = 1 13 , etc. 
n 8. Lorsqu'on a à résoudre une équation de cette forme 
ax — ' by — ±: c , 

\ 

a, b , c étant des nombres entiers positifs ou négatifs , iî suffit 
de connaître une première solution pour découvrir toutes Je* 
autres. 

j 

Supposons en effet que l’on sache que les valeurs 

« 

* — P» y —q 

satisfont ensemble à la proposée , on aura donc 
ap •— bq z=z c , 



! 
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et conséquemment 

«jc — by = a p — bq , d’où ~~j '••••(*)» 

la fraction - étant supposée réduite à ses moindres termes. Or 
l’équation (1) permet de poser général 

x — p — mb , y — q — ma , 

m étant un nombre entier ; de sorte qu’on aura généralement 
x — p mb ; y = q -f- ma. 


Le* valeurs de x et de y doivent donc former des progressions 
par différences égales. Qu’on prenne pour m la suite des nom- 
bres naturels, en commençant par zéro, et on aura les va- 
leurs suivantes de x et de y 


x~p, =p b, =p-f-2i, =p -\-Zb. . . .p-\-mb 
y~q, —q + b, ~q+zb, =q + 3 b q-\-mb 

il ne restera donc qu’à déterminer par la première méthode les 
plus petites valeurs p et q. ^ * 

1 19. Nous avons déjà remarqué que la méthode pour trouver 
les plus petites valeurs de_y et x, est celle qui servirait à trouver 
le plus grand commun diviseur entre les coefliciens de x et_y. 
Mais cette dernière donne aussi la réduction d’une fraction or- 
dinaire en fraction continue. Nous pouvons donc déduire la so- 
lution générale des équations indéterminées, des propriétés con- ' 
nues de ces sortes de fractions. En effet, soit l’équation gé- 
nérale 

ax=zby±.c : 

faisons x=zpc, y = qc , la précédente deviendra 
ap — bq = dz 1 . 

Pour trouver les plus petites valeurs , en nombres entiers , 
de p et de q , qui satisfont à l’équation ( 3 ) , on conver- 

X 3 
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tira la fraction - en fraction continue , par la méthode 


donnée ( n° g ) ; et -déduisant la série de» fractions prin- 
cipales convergentes vers la même fraction -, des formules ex- 


posées (n° 10 ), lademièrede ces fractions sera - , et si on désigne 


l’avant-dernière par £ , on aura, par la loi de ces fractions, 


♦ ap — bq = ± : 1 , 

le signe supérieur correspondant au cas où le quantième de la 
fraction £ est pair , et l’inférieur pour celui où ce quantième 
est pair , en observant qu’ici nous ne comptons pas comme 
au n a m, la fraction ^ qui était la gremière. 

Ces valeurs de p et de q ainsi trouvées , on aura d’abord 


x — ± pc , y — rfc qc ; 

m 

et conséquemment 

(4)...x = ±pc + mb, y = ±:qc +ma...(5), 
d’où on déduira toutes les solutions de la question. 

Faisons une application de cette méthode à l’équation 

3gx = 56y -f- 1 1 , 

pour laquelle on a 

a — 3g , b — 5G , c = 1 1 •, 


56 


on réduira donc en fraction continue la fraction =— dont les 

3 9 


deux termes sont des nombres premiers entre eux ; et pour 
cela, on cherchera les quotiens successifs qui sont I, a, 3, 
a et a t à l’aide desquels on formera les fractions 
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A L 

G K 

B B 

1 Q 

ü F. 

l 

, 3 , 

3, 

a. 

a 

l 

3 

10 

23 

56 

l 

’ 2’ 

7’ 

16’ 

39 


La pénultième fraction sera celle* que nous avons désignée en 
général par 2 > de sorte qu’on aura 

p = 20 , q = t S ; 


et comme cette fraction est la quatrième , et par conséquent 
d’un quantième pair , il faudra prendre le signe supérieur. Ainsi 
l’on aura 

x — a 3 . 1 1 -J- 56 / 7 i \y — i6 . n -}- 3 gm. 

Quelqu'un achète des chevaux et des bœufs ; il paye les pre- 
miers 3 i pièces de 5 francs chaque , et lès autres 20 .• il se 
trouve que le prix total des bœufs surpasse de 7 pièces celui des 
chevaux ; on demande le nombre des bœufs et celui des che- 
vaux ? 


En désignant par x le nombre dès bœufs, et parj celui des 
chevaux, on trouvera 


20a: — 3 îy = 7. 
3i 


* O l 

La fraction irréductible — , réduite en fraction continue , 
20 

donne les quotiens 1 , 1 , 1 , 4 , 3 > ensorte qu’cin a les fractions 
élémentaire» 

1 , 1 , î , 4 , a 

i 2 3 14 2 } 

T ’ T ’ a ’ g ’ 20 ’ 

d’où résulte - =. ou 


p = i 4 » </ = 9; 


X 4 
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conséquemment 

x = 7. i 4 — 98 = pc ; jy = 7.9 = 63 (/c , 
et x = 98 771. 3 i ; ^ •= 63 -f- m . 20 ; 

ensorte que les valeurs entières et positives de x et de^y 


( m — — 3 


x — 5 ' 

/ 

'y- 3 1 

1 m = — 2 


= 36 


= a 3 

! m = — 1 


= 67 


= 43 

J m = 0 

) sont 1 

= 98 

■ et < 

= 63 

m — 1 


1 — 129 


= 83 

771 “ 2 


1 = 160 


= io 3 

m- = 3 


— 191 

1 

= 123 

etc. 


etc. 

a 

1 

etc. 


Nous remarquerons que , quoique le nombre b puisse 
être négatif dans l’équation (a) , auquel cas elle deviendrait 

ax -f- by = c , 

' on peut néanmoins opérer , comme il a été dit ci-dessus , es 
prenant la Valeur de y avec le signe moins. 

1 20 . Supposons qu’on soit conduit à une seule équation entre 
trois inconnues , telle que 

ax + by + cz =• d , 

, on en déduira 

àx -f- by = d — cz ; 

et alors supposant le nombre * déjà connu , les formules gé- 
nérales (4) et (5) deviendront * 

x = dp.p (d — cz ) -f- mb (6) 

— y — ±.q {d — cz) -f ma (7); 

nous avons pris y négativement, d’après l’observation faite 
précédemment. 


db. 
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Soit l’équation particulière 

Sx + 8y -{- yz= 5 o, d’où 5 x -f- 8j = 5 o — yz : 


si l’on cherche le plus grand commun diviseur de la fraction g, 

on trouvera les quotiens successifs 1, 1 , 1 , 2 , au moyen des- 
quels on formera les fractions convergentes 


# 


1 , 1 , 1 , 3 

12 3 8 

T 1 7 ’ a * 5 ’ 

desquelles on déduira 


P— — 3 , g = — 2; 
donc , d’après les formules (6) et (7) , 

x == — 3 . 5 o + 3.7Z -f- 8 m = au — i 5 o -f- 8 m 

> 

y = a. 5 o — 2. 7. z — 5 ;» =100 — 1 — 5 m, 

expressions dans lesquelles on pourra j||W)dre z et m arbitrai- 
rement , mais de manière à n’avoir pMPx et pour .y que de* 
valeurs entières positives. 

Reprenons le problème énoncé ( i m sect. n* aag) et que nou* 
avons remarqué être indéterminé, puisqu’il renferme trois incon- 
nues, et seulement deux conditions indépendantes. Les équations 
auxquelles nous avons été conduits , sont 


x — ay -f- z — 5 ; 2x -f y — z=7; 

multipliant la première par 2 , et du produit retranchant la 
seconde , on a la suivante 

3 z — 5 y — 3 . 

En appliquant la méthode du plus grand commun diviseur à 

. 5 

Ja fraction ^ , on trouve les quotiens 1 , 1 , 2 , et les fractions 
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1 3 

5 


t \ 

ensorte que 

7’ T 

• 

’ 3’ 


donc 

p = 2 , 

q — f, 



z=z 2.3 + 5m = G -f- 5m > y — 3 -f- 3m. 

Mais de la première des deux équations proposées, on déduit 
x = 5 -f- ay — z ; 

et par les substitutions des valeurs précédentes de y et de s , 
elle devient 


x = 5 -f- m. 


Ainsi toutes les valeurs entières et positives de Jk,y et z, cor- 
respondront • * 


aux hypothèses 

m~ — i 

m ~o 

m — i 

m m 2 

ru= 3 

ni nz 4 

pour lesquels on aura 

X „MS* 

3=5 

— 6 

= 7 

= 8 

= 9 



=3 

— d 

= 9 

= 13 

= i5 


Z =Z 1 

=6 

= 11 

zziG 

“il 

=î 6 


La solution x — 4 , y = o, z = i, n’a pas été assignée par 
le citoyen Dubourget dans ses Ëlémens d’ Algèbre que nous 
avons lus avec intérêt , et dont nous avons profité. 

C’est dans l’analyse précédente que rentre la règle qu’on 
nomme régula cœci , au moyen de laquelle on détermine 
par deux équations , trois ou un plus grand nombre d’incon- 
nues. 

i^i . On propose de trouver pour x et y tous les nombres ra- 
tionnels qui peuvent satisfaire à l’équation 

ay 1 + byx -f cx*4-dy + ex +f= o (i), 

eu à la suivante i 
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• ay a -f- C & x + ^ ) y — — cx ' — ex — f- ( a ) 

A cet effet , qu’on multiplie de part et d’autre par 4 a , puis- 
qu’on ajoute aux deux membres ( bx -f- d )* , et on aura 

4a a J' a -f-4 a (^ x +d)_y-}-(ix -f- d)*=(ix-j-d) a — / k a(cx*-\-ex-\-f) , 

dont le premier membre est un quarré parfait. En extrayant la 
racine quarrée de part et d’autre , il viendra 

2 ay + bx-\-d = ± j/{ (ôx-f-d) a — 4“ («?*-{- ex +/)} , 

ou 

zay-\- bx-^d= ma? -f- nx -f-p } , • 

en posant 

b % — 4ac = m ; zbd — 4 ae — n \ d 2 — 4 a f~ P- 

La question se réduit donc à trouver les valeurs de x qui ren- 
dront rationnel le radical ^/mx^-f-.nx -f-p. Soit 

\Z mx? -f- nx-f- p.— u , 

on aura 

mi* -f- nx = u a — p;4m a x* -f- 4 rnnx -f ■n‘=4 mu * — 4 m P+ n % 

» 

d’où l’on déduit , 

zmx -f- n = ± \/ 4mu* — 4 m P + u *î 

a 

et fl ne s’agira plus , en posant 

• , h = 4 m > i — u * ~~ 4 m P i 

que de rendre rationnelle la quantité radicale \/ hu 2 -f- i. Si le 
binôme Au 2 -f- i peut être décomposé en facteurs qu + r, su -f- t , 
tels que 

h^zqs, ixxrt , qt-\-rs — o, 
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(çu + r) Çsu + t)= (qu-f r)V, 


d'où résultent 

• 

rz * — t rs — qt . rs — qt 

u — ; uq -f- r— ; su 4- t =z* X — . ; 

s — q a*’ s—qz x> r i — i/z* 

par conséquent 

(qu + r) (su4-0=aa*(~_^) ; 


*' donc 


l/ Au 1 -J- i = z X ^ , 

s — qz“ 


quantité rationnelle , si r, q , s et t sont pareillement des quan- 
tités rationnelles. 

Si m étant positif , on a 

»* > , 


les deux facteurs de hu x -j- i deviennent imaginaires ; mais , 
dans ce cas , ceux de rox® -f- nx -f- p sont réels , et si on les 
représente par q'x -f- r , s'x -f- 1', en prenant 

• ,V — t'* » 

^ t f ai 

s — q z % 

f - ^ 

•n aura , d'après ce qui a été tr»uvé précédemment , 


/ — iV — oY- 

V mx* -~f- qx — f- p — z X ~_ q r^ , 

Supposons que le trinôme, sous le radical , soit 6x* 3ix }-35, 
dont les deux facteurs sont 3x -f- 5 , 2 X + 7> donc ♦ 

q f = Z,/z=5,s > =za ? tf = 7 -, * 

conséquemment on a 

V/6x* + 3ix+35 = , \ 1Z ■ ■ 

OZ ■ 2 


« 
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Si le trinôme était gx® 3 ox -f- 7 4, dont les deux facteur* 

«ont imaginaires , <jn aurait 

m= 9 , n = 3 o, p = 74 ; 

d'où 

h — 56 , i = — 1764= — (42)“. 

Les deux facteurs de 36 m 1 — (42)“ seraient 6 u — 43 et 6 u -f- 4 a ; 
donc 

q — s — G , r = — 4 a, t = 42 

“ . = 7 - ; |/ 3 bV-( 4 a)"* = ^L; 

partant 

i&r + 3o=-?£_;a: = -l4î 

T **— 1’ 3(z,*— 1) 3 

9 ^+ 3 °* + 74 = 49 y , 

dont la racine {marrée serait 7 X — — — — . 

2.* — 1 

122. Proposons-nous de trouver pour x tous les nombres en- 
tier* , tels que le trinôme mjf -f nx + p devienne un quarré 
parfait : on peut supposer 

mx* -f- nx -f- p = zz (1 ) ; 

et si on représente l’un des nombres en question par f, on aura 
aussi 

m f 1 + n f+P z =gS 00 

Retranchant la seconde équation de la première , il vient 
m (**—/*) + n ( x —f)= zz —gg, 

OU * 

m ( X 4-/) -f- n _ z — g 

Soi. * +ê ■ 

y 

* 
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*—g_ B 


z+g 


A , on aura - _j_ A , 


partant 


■+g C " 1 (*+/) + »]; s — g = ^ ; 


ôtant la seconde équation de la première , on trouve pour dif- 
férence 


2 gAB — ( mA * — B') x-f- (mA*-\- B 1 )/ -f- nA * , 

et conséquemment 

zg AB — ( mA* -{- B* )f — nA* 

X mA * — B * 

_ g(mA* -f- B a ) — .///? (zmf-\-n') 

Z ~ mA* — B* ' ' 

• 

Pour avoir les valeurs de a; et de z en nombres entiers , la sup- 
position la plus simple est, i°. mA* — B* = î , à laquelle cor- 
respondent 

x — 2 gAB — ( mA* -\-B*~)f — nA * 
z — g{ mA * -f -B*) — AB (amf-f-n) ; 

a*. mA * — B* =s — i , pour laquelle on a 

x = nA* -f- ( mA* 1 -}- B* )f — a gAB 
z= AB (am/ -f- n) — g (m^“ 

La question est donc ramenée à celle de trouver pour A deux 
nombres entiers propres à rendre mA * — i et mA* -}- i des 
quarrés parfaits, parce que les conditions i°. et a°. donnent 

mA * — î ~B*\ mA* -f- 1 = B*. 

Prenons , pour exemple , le trinôme 

> 
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5x a -f- yx — 8 , 

qu’il s’agit de rendre un quarré parfait en nombres entiers; on 
aura 

m = 5 , n — 7 , p — — 

et les deux conditions 

5 A*—iz=B'-, 5 A 1 -f- i =.B\ 

auxquelles il faut satisfaire en nombres entiers. Pour la seconde 
A = 4, donne 

5 A 1 -f- i = 8 1 . 

Ainsi 

B = g , mA* -f = 1 6i , nA % =* 1 1 a , AB =36. 

De ces valeurs résultent 

. ( 3 ) ar=n2-f-i6i/— 72g;z=36(io/+7) — 161g. ..(4); 

mais à l’égard du trinôme proposé, on reconnaît, après avoir 
essaye quelques nombres pris tant en plus qu’en moins , que la 
substitution de 4 au lieu de x, donne 

5x* -f- y x — 8 = î oo ; 

on prendra donc 4 pour y et îo pour g , d’après (a) , et on aura 
x — 36, z — 8a. 

Ces valeurs de x et de z , substituées pour f et g dans les for- 
mules (3) et (4) , donneront 

x = 4> z — l - 

• « 

•JVous ne trouvons jusqu’ici que les nombres 4 et 36 qui, substi- 
tues pour x , rendent le trinôme proposé un quarré parfait. 
Mais il est permis , d’après l’énoncé , de prendre g négative- 


✓ i 
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meut , et de poser 

• x=ii2-f i 6 i/-f- 72 g; ^=3 G(io/+ 7-4- îGig, 

formules dans lesquelles on écrira d’abord pour / et g les nom- 
bres 4 et 10, qui donnent 

y 

x=i476> z = 33o2. , 

Ces valeurs de x et z , écrites pour f et g dans les formules pré- 
cédentes , conduiront à 

x — 4754 g 3 ; *= 1068234. 

En continuant de la même manière , on trouvera une inÇnité 
de nombres entiers propres à rendre le trinôme un qnarré 
parfait. 

On rendra b A* — 1 un quarré , en prenant A — 1 , ce qui 
donne * 

B i=3, w^+^‘= 9. nA' = 7 , AB =' 2 , 

valeurs auxquelles correspondront les formules 

x = 4 g — 9 f—7, z = 9 g — 2 (10/+7) 

dans lesquelles on écrira d’abord, pour /et g, les nombres 4 
et 10 , et on aura 

x = — 3 , z — — 4 - 

Ces valeurs de 'x et de z, reportées pour/et g dans les mêmes 
formules, fourniront 

x = 4 , z = io; 
mais en prenant g avec le signe — , on a 

x= — 4 g — 9/— 71 z = — gg— 2 ( 10/-4-7 ) , 

m 

qui, pour/= — 3 et g= — 4 > donnent 

x = 
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* x => 36 , 2,= 82. 


«7.. « * 


h « 


Les nombres 36 et 82 , substitués pour y et g dans' les for- 
mules , donnent 

* n Jk 

* — — 65 g , z = — 1472 , 

et on trouve de cette manière une autre série df nombres en- 
tiers qui résolvent la question proposée. • 

• * * . 

123 . Proposons-nous encore de trouver les plu| petits nombres 

entiers qui, substitués pour x et pour^, rendront la ‘quantité 

Ax n 4- Byx n ~ l -f- Cy I x" i " a -f- . ..... .+A^y'* (1), 

la plus petite possible , A , B, . étant des nombres entiers 
positif» ou négatifs. Si l’on désigne par a, a' , a" , etc. les 
racines réelles, et par r ± s 1/ — 1, \/ — isff etc. les 

racines imaginaires de l’équation i * 

9 Az n + Bz n -‘ + Cz"-* 4-.» . . . . . 4 L ,A r — o *(3) , 

le polynôme proposé pourra se mettre soos la forme » 

■ A(*—ay) (x— </y). . . ,[( x — ry/) a 4 -sy][(x— /y) a +/ ï '] > etc. 

, • 

ce «fui résulte de l’ilypothèse x =yz , dans (1 ) ; ensorte qu’éga- 
lant à zéro et divisant par y , on tombe sur (2) , dont les fac- 
teurs son*, par hypothèse, z — a, z — n',.etc. ; la question 
se réduit donc à faire ensorte que le produit précédent soit le 
plqs petit possible. Qu% p et q soient des valeurs de x et ‘de ^ 
corrijpondantes au minimum , ou à la plus petite valeur du 
produit, et qu’on pre#mjxfur x et pour y des valeurs plus 
petites , il faudra que le pTOduit devienne plus grand ; autre- 
ment , pqur n = x et q.= y , *il ne, serait pas lë plus petit 
possible ; il faudra donc que quelqu’un de ses facteurs aug- 
mente de valeur. Or si a, par. exemple , est^une quantité 
négative , le facteur p — aq diminuera par p. et par q; et, dan» 
.le même cas, le facteur (p — rq)* -{- s*y* diminuera si jfc.t uà 
Analyse. Y 


t 

1 • 

* 4 
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i nombre négatif. Donc les seuls fagteurs qui puissent croître 
■lorsque p et q diminuent , sont ceux qui correspondent aux ra- 
' cines réelles positives , ou aux racines imaginaires qui ont la 
partie réelle positive ; et, par rapport à ces derniers , il est clair 
que leur accroissement ne*dépend *que d^ la partie p — rq * 

# puisque s a q 3 diminue qve'cq. Ainsi, dans le cas du minimum, Jes 
valeurs de p et «le q doivent être telles, que p et q venant à dimi- 
nuer, là quantité ^ — aq augmente, en prenant successivement 
pour « toutes les racines réelles positives * et lesparti#s réelle» 
positives des racines imaginaires die l’équation (a). De là résulte 

n * ^ 

que - sera l’une des fractions convergentes vers a : on réduira 

donaen fractions coptinues toute#ces racines a; et ayant formé 
les fractions convergentes va(B ffiacune des valeurs a, on pren- 
dra pour p successivement chacun des numérateurs , ut pour 
q le dénmninatéifc' correspondant, puis pour x et y -, celui 
des systèmes de valeurs d e p et q , auquel correspond la plu» 
valeur de#; a fonction proposée. On observera que la fraction | 
ayant même propriété que chacune des fractions convergente^ 
vers a, orvdoit en tenir compte dans la recherche du minimum, 
c’est-à-direr, qu’il faudra essayer p = i, ç = o. 

Que n soit pair ou impair , il n’importe quels signes on donne 
aux nombi%s p et q, lorsqu’on les suppose dejnême signe, puÿ- 
quÿl ne résulte alors aucun changement flans la valeur ab- 
solue de la forntule proposée. Mais si l’on donne à p et q des 
signés dilférens , les termes alternatifs de la propice vien- 
dront à changer de signes , ce (jui en fera changer aux racines , 
Ile sorte que telles d’entre elle» qui étaifnt négatives et par c»n- 
séquent inutiles dans le premier cas, deviendront positive#dans 
celui-ci et devront être employé^ Généralement donc , s’il 
n’y a d’autre restriction par rapport au* nombres p,et q, si- 
non qu’ils soient entiers* on prendra pour a toutes les raoines 
réelles , et toutes les parties réelles des racines imaginaire^» 
et on donneft à p et à q meme signe ou des signes différens ;• 
suiva^ que le nombre a sur lequel on opère sera , originaire- 
ment, positif ou négatif. 
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ia4- Faisons une application de ces principes à la recherche 
du minimujn des fonctions du second ddgré , telles que 

; ■ k A* + Bxy + Cf ; 

les racines de l’équation 

* Az % B z -f- C = o , 

. . • * 

‘-sont exprimées par 

_ —B± y/ B* — 4 AC ‘ 

• ** aA ' 

0 «t ici il convient de distinguer trois cas : 1 ®. si B % — ^AC est 
un quarré , les racines seront rationnelles , et la forrikile ' 

* ' • t 0 y . 

Ap % -J- Bpq -) -“C 1 deviendra zéro , en prenant pour - l’une ou 

* ' jg? 

l’autre de ces racines; donc zéro sera le minimum de la for- 
mule proposée , ou , à proprement parler , il *n’y aura pas 

• , _ ♦ * # 
* de minimum. Effectivement , la substitution de - pour g 

doqge * 

. * A§+BP q + C=o<' 

et comme x — yz =r y - , on a , par la substitution de cette 
♦ . fT q 

valeur de x dans la proposée , - -- 

• ♦ » t ' * ■ ^ * • 

+*£+c)=c. 

a*. Si B 1 — 4AC est une quantité négative ,les racines seront 
imaginaires ; on convertira donc en fraction continue la pagie 
• JB 

réelle — , qu’on prendra pour a\ et ayant formé les 

fractions convergentes , on prendra piM p les numérateurs 
eflpour q les dénominateurs , en obg n a^pie doriner à p et 
les^mêmes signes ou des signes différens , suivant que cette 

fraction — sera positive ou négative.* Le système de valeur* 

•> ' 0 • v „ 

•x * la. . 
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convertir en fraction continue la formule — aA • . 

, f uour la raci* Çositiye le radical avec un tel signe t 
^ P L eI TLüti soit positive ; auquel ca^p et q auront meme 
r ( h jl inférieur de fi indiquera une «mine negat.ve, 
Bigne. Le sig seront pr ;s avec des signes diffe- 

et alors les nombre p </ t A c ét effet on ex#- * 

rens ainsi qu’il a été dit précédemment. A cet , 

/•( 


: fi ? 


A, 




a <c 


ay* 


* fi'*.— 0 

£' == aA ■> A — ’ 

* 7J"a — £) 

£" = o.A' a' + fi' » A — 


a' < 


— fi' 3: y/ p 
- ■ ■> 


ay4' 


etc. 


etc. 


— fi' riz \Zfi» 
A"< Z?*-" 


jusqu’à ce qu’on- obtienne (n° a -0 


etc. 

I 


>*+ri=/"V» ( " + ' 0 


&( n ) 


• » 


le même ordre. La fraction cherchée sera K+-r 

; . * S. — etc. ef 

SI Voniorme les fractions convergentes.^- , v > y > 

^ t An orateurs pour p > le» dénonciateurs 

qu’on en prenne le^pner P P d • ui <fcn- 

IL « . sy f fit rLudr, u ,»«*». 

„«»• pi»> r e “V ÿ. ™ 4, 4 ‘- etc < ““ 

Nous avons vu (n aA J , que ^ H ^ * 

exprimées ainsi qu il“uit . ' 


* 


A L 


O è B R I Q U E. 


Oui 


A' = JiK* -J- B K 3- C 
A" = A' h'* -f B’ h' + A 
* A” = A"k”* 4- SV 4- * 

etc. 

* • . . . * 

Mais pour les substitutions 

« 

* . = * 4 - y -, *'=*' +y> 


etc. 


l’équation 


Az % -\-Bp+C=zt 


donne les transformées 

v4V* 4- -{^A =o 

A"+W4-/s:() 

^« Z ,*3 4- £"2*4- A u = o, 

' etc. 

Donc 9 >t ce qûe devient 4 - Bz~±- C, lorsque pour a 
on y écrit à ce que devîent yi'z-'* 4" SW 4” après la 
substitution a®» pour a', etc.; ou bien- encore ce que devient 

Az % -\- B z 7 remplaçant * par ^4“ Y ~ g r » et f a * sant: 

disparaître le dénominateur. De même A* est ce que devient 
/ï'*4-fiV -f A ' , quand on remplace par k\ ou ce que 

i,* # 1 

devient +Az* 4” Bz 4 - C , quand on fait z — x 4" 77~n 

* , * "*"*•» 
et qu’on fait disparaître les fractions , et ainsi 4 e **bte. Oa 
jmra donc 

A' zzzA'l' + Bo.b.' + C** 

A“ = At % 4 -iïcc' 4 - ce'» 

^ = ^ > »4-5 >> '4--C7''*; 

*ensorte que les valeurs _//' , A“ , etc. seront celles de la fonc- 
tion Ax* Bx y 4 - Çy* , lorsqu’au lieu de x et de y , on prend. 
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les numérateurs et le? dénominateurt des fractions —,-,77, -^7 etc. 

a G "y 

Conséquemment le plus petit des nombres A, A' , A ", etc. sera 
' le minimu/n cherché. 


Qu’on ait à chercher le miuimui 0 de 

7 x“ -{- 33J :y + aoy* , 


on aura ^ * 

, B— iï, C = a O, B * — , 

on con- 


ainsi le radical est imaginair/s. Oh réduira donc en fracti 

. \ . _ B n , „ 

• tinue la traction — — — —, pour laguelle On trouvera 

cette suite de dénominateurs 1 , 1 , 1 , 3 , desquels on déduira 
les fractions convergentes 


3 

a 


1 1 

~7 


B 


et comme la fraction est pf écédée du si^^^— , on devra 


essayer 
pour 


(P, 
iur < 

.* < 7 » 


les nombres 


w 

■ ■' 


-a,- 7 


Si l’on désigne par 1 \ les résultats de la fonction proposée , 
corrcspondans à ces systèmes de valeurs de p et de •q , on 
trouvera ' ' . ' 


P 

1 


1 

- a 

3 

il 


P 

o 

— 1 

— 1 

— a 

— 7 


R 

7 

4 

1 1 

1». 
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Le plus petit résultat R , qui est 4 , correspond aux valeurs 

P — 3 . <7 — — W 
Pour la quantité • 

4 gx a — a38xy + agoy , 


on a 


^=4g, 5 =—a38, c= 290 , 




. V c=-, s6 ,-â=f^ 


. » s » ^ J 7 

d’où résultent ces fractions convergentes vers—. 


1 s 

o* 1 

♦ 


5 
2 ' 


9 

1 Z 

7 : 


Desorte qi* les nombres^, essayer , çt les résultats correspon- 
dans , sont * 


* P 

9 

iî 

» V 

. * 

# 

O 

4.9 

♦ 3 

# .* . 

■ , 10 

5 

a 

5 

»7 

* . 

7 

• ,49- 


On yeut^lonc conclure, en général, que la formule proposée 
ne deviendra jamais plus petite que S, p% t q étant des nom- 
ères entiers ; désorte que le qiirkmum de la formule corres- 
pondra à p =5 ebyj = 2 . • 

. Faisons une autre application de cette théorie à la fonction 

: : & 


il?*}' + &<ày\. 


pour laquelle on a 


A — %, J? = —n 7 , v/* 3 — 4^C = yZ> = 1/5*7; 

♦ + 

Rnsorte que nous aurons à convertir xn fraction continue la 

Y 4 








Digiiized by Google 


544 À S A ’l T J S 

• 117 5*7 , 

fraction ‘ordinaire ^ Nous prendrons d’abord \Z5? , . . 

avec le signe -f* > et 117 avec le signe’ sifpérieur , afin d’avoir 
une quantité positive , puis nous ferons le calcul suiyant 

W ' ■ 

^1174-1/57 • 

X < — '—T. -=7 

ib M 

; _ 5 — 1/5 

-».* *C =!. 


B 

ha 

1 

II 

= 8 , 

B' 

— 1 > a — * \J— — 5, jf 

s5-57 


~ 3 ^. : 

B" 

=_U=- 7 ,> 

t 

5.9-57 


~ ~ 4 . 

B’ 

-=. 12 — 7 = 5, ^ 

n5-5 7 
8 


2 


4 


.7 * * * 

B " =—8+5=— 3^'» = =3, x»<- 3+ ,^ 57 - =1 

. * — a© * u * 

=6 — 3 = 3, A' 


J9 V * =—8 + 3=— 5, / V1 = 


a5-i 


f. 




», ^<i±m= 3 , 

4 1 


5™ = 12 — 5=7, * ^ v " =4âg^=— i,x 1,,, < 

, _ * 

jB» 1 ” =— i4+7=*-4, A" “= ^ZËZ = a ; 


-1/57 


— a* 

# r ■*' 

• - « 


et comme nous avons trouvé B' n " = .5" , nous 

sonjmes assurés que les mêmes nombres se reproduiront dans 
■le même ordre. <■ • ' ’ * 

En prenant j /57 avec le signe inférieur , nous 'aurons la 
tableau suivant ; * 


* 

« 


I 


r ' * 


ALOÉBHIQUI. 


£ == — 117, • A ‘=8, 


■ p 

V<11Z£3=<S, 


* J 441-57 3 »+ 57 

^ = 9 &— 117 =— 21 ^ -=— 3a — 12 K < • 24 ’ 

. /?" =fl 4 — ai#: 3 , =â^LËZ— _ 1} ^ j C - 3 -_ 5 Z — 5 , 

*• =^o+ 3=-7, ^ =^Ef:=», A- <Z^Z=3. 

t V - „ t7 =s. =î5=5z=- 4,^- <^ÿz=.; 

*• 4j.+s=-s, -*■ =?£^=3,' ,-;.<^z=.. 

£* =ajp^=3, A" = 9 ~ ! 57 =-4,>' 1 < 1 , 

F" t=-8+*=-5, >'.''< 5 + / - . - =3 r 

B""=iü— 5 = 7 , 5 ? =-i , >""< ~ 7- ' fi; 7 — 7 ,. 

=— 144 ^=— 7 ,^» =^|z=a, <H 

M * * 

, Bas valeurs de 4 , A ’ , etc. trouves dans les deux cas , ta plus 

petite est — 1 , laquelle est «dans' la première série la valeur 
de A' y et dans la seconde, celle de A" . Ainsi — 1 ett le minimufa 
de la fonction proposée ; et , pour tnouver les valeur corres- 
pondantes de x 9 de y , ou de p et q , nous p^endiSîs „ dans . 

* te premier cas*, t = 7 , ensorte «pie les valeurs cherchées 
seront a? ou p~ == 7 , y 0x1*4/ = 1 / Dams le second cas, nous 
^prendrons les nombres A et h ' , c’est - à - dire S et 1 ; et 
formant les fractions convergentes 7 , 7 , pn déduira de la 
dernière «pii correspond à A", les valeurs x — p — j et y ~ q 
=:i' ( qui sont les mêmes que celles trpuyées précédera- ». 


« • « 
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3 4 e .• 

m ment. Nous pourrons encore , dans le premier cas , prendre 

JC 

pour- j^es fractions convergentes, qui correspondant à A"] , 

à A x '", etc. ; et dans le second , celles qui correspondent à 
A ,UI , à A x,x , *tc. Le plus petit résultat en nonibre entier 
et pqsitif de la proposée est , dans, les deiÿ cas , = 2. 

il existe une formule* générale qui comprend toutes ces 
V^Jeurs de x et de y x propre à résoudre la question proposée. 
Mais ceux qui désireraient plus de détails sur cette mati're , 
peuvent consulter la Théorie des nombres , par. Legendre ; Ils 
Mémoires de l’Académie de Berlin, années 1767 et. 1768 , et , 
le deuxième volume’ de l'Algèbre d'Euler , où ils trouveftmt 
la résolution en nombres entiers , déduite de ces principès , ^ 
de la formule Ax* -f- B = y*. ’ . 

A . * » ~ 


CHAPITRÉ XXIV.. 


De quelbnes arÿfices de calcul, propres à rendre • 
rationnelle une fonction irrationnelle de 

y» 5 t Pour qu'on sais^se mieux l’esprit 4 e * artifices rfe^t 
calcul dont nous allons' faire ^usage et que" nous avo® déjà 

• enjployés dans le chapitre précédent ', nous les répéterons sur un 
assez grand nonibre d’exemples que nous aurons soin de varier. 

• Va# les fonctions que nous allons codBdérer , x n’est plus 
la représentation d’une inconnue qui doive tdflbettre un nombrj^ 
limité de valeur?; cgst une quantité qui varie , sans restriction , 

comme 1 abscisse d une courbe. * ~ 

w 

• Supposons , pour commencer par un - exemple simple , qu’on 
yeuille rendre rationnelle la fonction de qc , que nous désigne- 
rons toujours par fx, * 


1 


ALGÉBRIQUE. 
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•/*=* 

( q — rx ) f 2(fX 


on supposera à cet effet 


• • 

‘ x~y\ 


et en aura par la substitution , une transformée Rationnelle 

en P ' - 


fy = 


U— 9 ,a Xy / ai ? 


Soit , en second lieu y»la fonction, rationnelle . 

. . 1 * . • 

fx = 

y 1 xx 

% 


ÿ 1 -{-xx * 

on apperçoit facilement que de l’hypothèse • 

• 

\/l 4- XX == X Z , 

on pourra déduire x d’une manière* rationnelle en z, puis- 
qu^près avoir.élevé de part et d’autre au quarr%> effacé l’unit#, 
et divisé les deux membres par x , on aur§ une équation du * 
premier degré epx. Cette valeur de x, substituée dans i-{-xz, 
donne un résultat rationnel , ensorte que la transformée en z 
de fx ne renfermera plus t^e radical, Ont tire de l’hypothèse 

• précédente » * 

• * ( 1 -f-xx ) = 1 + nxz -f - x*z* , . . 

•où résulte « . ' ^ w 


x = ■ 


sz 




1 — zz 


1 *4- z* , 

, et 1 «f xz = E ; 


ne 


f z —L±J5-~ _ zz + 

Pour rendre rationnel!! la fonction 


0 

* 
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; . fe(F 

• V' i — xx 

on posera encore * * 


et consequerament 

«b as . i — zs 

ac “ _ i-f-zz’ 1- ^ T" l+zz' 

d'où fé suite conséquqjnmeqt 


_ _ 1-4-212; * z* 4 *t 

• • J T" i— zz sz — î" , 

• . w 1 f 

* Pans li caâ* plus général de 

■* V ^ 

K # ir X 

fx 2 = ■* - ■ 

' ' ’ 'A 

X étant une fonction Rationnelle de x, la même hypothèse 
que ci-dessus #onnera encore une transformée rationnelle en z. 
Il en serait de m|me àd’égartlde 

fx==X\/T+~xx- 

On sait encore , d’après ce qfti précède , rendre rationnelles^ 
les fonctions . 


fxtx—*=x.z-, fx—Xtf i«-xx. 

y 1 1 1 jC^Ki 


"Boit la fonction 


* X ayant même définition que ci-defcus : on posera , à 1 effet 
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de la rendre rationnelle , • . 

’ ■ » < 

y xx — i ~x-\-z, d’où — i=axz-£-3 


349 


la valeur déduite de là pour x es^ rationnelle en *, et - consé- 
quemment la transformée en z le sera paréillement. 

Pour rendra rationnelle la fonction fractionnaire 


* « 


fx= 


]/ i-f-xx — ÿ i — 


XX 


on multipliera d’Ibord haut et bas jar ~\/ î-f-xx -f- |/ 1 — xx , 
ce qui donnera les deux fractions 


fx= V />ri + xx _j_ V 


pxx 


nx 1 


* 

•* 


sur chacune desquelles «on itérera en particulier. 

La fonction * . - „ 

à ' * 

r x -4 

[/i-j-x — V' i#t-x> 

sera débarrassée.des radicaux qu’elle contient , par l’hypothèse 

*s ’ _ 

1 -|- x = z 6 , d’oùx=ts 6 — j, -j-x = y, \/ 1 x= z 3 . 

, . 4 P 

Proposêns-nous, la même question àTégard des fonction» 
irrationnelles 

• ' * * » .* X ■ 

• * 

# X \/a + bx - 1- Cxx ; y 1 a bx •+- c#x 

wr 

X « étant une fonction rationnelle de x. Il suffira de considérer 
la- première 

fx c= X v / a -j- bx cxx : 

, » 

on cherchera les deux facteurs de a 4- éx -f-, 1 s’ils sont 

réels, on # ^ 

* . * „ f 

■ • ^ ‘ 


* 

V 


■ • «. 
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*4 • 

, ' * 1/ a + èx -f- cxx = nx) (p -f çx) : 

» iupposant donc 

^ ( * 

*, . * 

V ("* +*«x ) + </•*) = ( m + nx ) z, 

on aura, en élevant de p*t et d’autre au quarré , puis divisant 
« par ?n -f- nx , * 

4P -j-qx = (m 4- nx~)zz, d'où x == ^ m 
• ' nzz — q w 

(m -j- tix) z = — 32)^ 

nzm—q 

,. x * • * 
**Ces valeurs substituées dans l’une ou l’aiitre des fonctions 
jjonnées , la rendort rationnelle. ■ * 

Ainsi, par exemple, la fonction irrationnelle' 

. * fx = -M 1 ' * 

* r , ’ r . * ' 

sera transformée en une fonction rationnelle , par l’hypôthèse 

* * . * J* — 

•« y xx — ,aa=\x — a)z, , 

£ parce qu’après ^oir élevé de part et d’autre au quarré , et 
divisé par x — a , on sq^a^rnduit à une équation' du premier 
degre en x, de laquelle on deduirÉ" x d’une manière ration- 
nelle en z , eworte -que substituant cette «valeur %e' x dans 
’ x — a)z, on aura fz rationnelle. Il en serait d$ niSme de 




fx = 


X 


r . J ~ - ’ 

X étant une fonction rationnelle en x. 

Lorsque dans « 

* * j 

fx — X \/a+ bx-ï-cj?-, fxz= . ■- -■ 

* -m * V a + ° x T 


«I 


car 


i * ^ 


A > 
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les facteurs de a -f- bx 4- ex* sont imaginaires , il faut faire 
évanouir le second ternie dû trinôme , en posant 


, b ■ 

*+~= z > 


ac 


et alors on a 


X y' a 4- bx ex * = Z ^/zz ■+• b' b'\ 


y' a -f- bx + ex* z + b'b' 

Soit maintenant 


y' zz -f- b'ff' =2 z + « , 


on aura 


b b — uu , b b -\-up * \ 

= z ; y zzi - 4 — b b — , ' 

3 u St u 

et Z se cïir ngera dans Une fonction rationnelle de u, que nous, 
désignerons par Ü , ensorte que l’une et l'autre des fonctions 
de x, deviendront rationnelles en u. 

Quels que soient au reste les'Ÿacteurs d ^dénominateur tri- ^ « 
nonre a -f- bx -)- exx , on peut toujours rendre rationnelle là * 

fonction 

* fx — X , 

«. y a -f- bx + ex* 

— -49 - 

. * t * n 

qu’on peut mettre sous la forme * 


4 x 


en posant % 
car faisant 


fx 

* * <f y a -{“ C X -f- XX, 


. a , b 

f= v = . 

- * 


"T 
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• 35a •' a * a *. y s * 

I ( 

v /tt + Gx + - rx = x -H». 

* on obtient • « 

'* ■* * *_ZZ ' /— — . /££— Cz-|-ZX\ 

V-+i*+**= s {-^=c-)- 

4 » ‘ • 

ensorte qu«,/x .devient , par ces substitutions, une fonction 
rationnelle de z. 


é 


La fonction 


/ x 


y I 

£ 

4 

* #. 


r , 


, /(x-o)(i-Æ) B 

* ; , ... 
dans laquelle on doit avoir • 

, • x > a, et 

M r? rendue rationnelle par l’hyppthèse , 

• * x-—a v . . ^bzz -f- o 

=zz > d ou x = p > 

✓ < , # b — x * ' ' '+ zz 

( b — a\ zz . L — -hlL 1 
et Û W i+Æ ’ i+« 

# * , S 

Nous terminerons par une fonction irrationnelle - a;«ez com- 

pbquée tP . _____ * 

r _ { Cx + S/b 1 + *t*}xx . * • 

y/M -+- a x“J * 

on la rendra rationnel#, en posant „ * . 

■ ’ , . i b*- u* 

# V / ^ a + ^*^= :3,TiC + “> d ’ 0UX r"^ • u 

iaS Tout ce qui a été, dit sous ce titre que nous restrein- 
* . • drons 


*%■ 
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dror.s à ce qui précède , trouvera son application par la suite , 
ainsi qu’on le verra dans le Traité de Calcul différentiel et inté- 
gral , que nous flous proposons de publier incessamment. 


CHAPITRE XXV. 

* Formules diverses, 

iùy. Supposons b < a , et posons 

•tangx = j/^; sinz = J/^ ; séc 

b . b 

tane u — - ; sm £ = - . 

° a a 

b et a étant des nombres dd més ; on trouvera par les tables 
le» angles x, z , y > u et t , et on aura 

(i*.). . • . log(a+6)=logc^i + -^ = loga + log^t +~) 

= log d -f- log ( i -ftang*x) = loga 4-log.séc*x p> 
=5 log a + a log. séc x. 

(a°.) . . . .log(a+ 6)=log|2n^-K^| = logaa (j+icos_y) 
=tlog [ a a cos a ÿ } — loga + log a -J- a log.cos t 


en observant que , pour le rayon = t , on a ( LegeMdr t , 
page 344) , 

cos ïy =* + ï t( >sy } ; 
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= ^ 5 ‘k =l9gi+fog-1aiig|g-log.tan5 \y , 

en observant qu'ou a ( Legendre , page 33 1 ) 

. sin y 

taag^ = . r ^_. 

Il sera très-facile ,- d’après ce que nous venons de din^, de 
parvenir aux formules suivantes : 

(4 8 .) log (a— b) = log a + » log. cos s 

(S*.),... log(n— i)=lo § flif- log a -j- a log.sin | y 
£6° ) log {a— b) = log b log.tangj -+• log.tang jjr 

On aura 

'(>'• ) - -l°gtX« +&) (a — fc)]=log(û*— b*)=]oga*Çi— ^ 
— :logc a ( i — • ros’j) = a log a + a log. si a _y ; 

-logC(« +4) {«— i)]=log (a*— 4*)=log b> (— i) 

=s log b 11 (séc’jr — î ) =alog b -f-log.tang*jr 
K. ~a log b -}- 2 log.tang_y ; ■ 

ÉïO 

• Xtangu"^' 1 -' 

- “ ■ ]o * ( 1 + = ! °s • ««s ( 5 ° o - * ) > 

le quart de cercle étant supposé divisé en ioo parties ou degré*, 
fe degré en ico minutes, et la minute en ioo secondes. 






Sl L o é b n i q 






1 — 

I+- 
a 


= log( 


't — 4-\ 

iï£JÜ | 


. i -f • 


1 V 


sécyi y 

i r /l— -cos y\ 

° S »V-f cosv ) = ‘°S- tan o 1 — a log. tang ±y, 

^ijr^pâUL-j cotxy~_JilLL_ 
i + cos^y *•> i — cosj' 

O .'•)• •log/SIT.-iog .|/7| fatos 0 |/~ 

^ sec^y 

= loge V i — cos*_y= log e -f- log . sin y -, 

(,a * > . V®* = («si {/ |T. = |„. i 

— 1°5^ •+• log. tang^y. 

On découvrira facilement ces deux transformations 

(^.)... . . .log v/tf +A* = log a + log.séc u ■ 

04° ) log V^>A* = log b + log. casée u. 

On aura , 

( l5 “‘ ) lo S Idg ,/ a x J/V+ t 

= log Vax V/T+ rangVr — j. loge+log.séc x ; 

C ^ • w . .log j/e + £ = log j/à X i -f 5 

. & 3 


t'J 
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=lo§ v/ aaXtoSïj = îloga + ïlog2+log.cos \y. 

On trouvera d’une manière analogue % 

I * ' ^ _____ 

(17 0 ). . . .log ^ == ï*^°S a + log- cos z > 

(i 8») log V'*—* = ; log a + i log a + &g- sin ij- 

Qn aura 

• « 

{ig®.). . .log( û +^)^- = ^°S a ^( 1 'f")" =^6°" C»+«“ 0 * 

m 

. * » ï / 1 + 8' n t V* 

= l 0 ga a (COS O" \Q -J-jCOS f) (; — cos t)/ 

m 

“ - / 1 -f- a cos 5 t sin ï t V * 

= îo ë a “ ( cos O‘\ COS ® i t - *m»T 7 ; 

m 

™ - / cos \ t + sin 1 1 

= log a" ( cos t)» +iin i- t J . 


1 + 


: log a" ( cos t y 


sin \ t ■ 
cas j t 


1 4 ~ 


SlH;t 

cos i t • 


* « _ 

= logo 1 ( cos t)?-(taitg(5o + 10)* 

= ^[;iogo 4 -log.cost 4-logtang (5o -f J 01- 

II 

On découvre de la même manière la formule , 

(30*.) • • . log(a— 6 }=-^ [loga4-log.Cos t 4-log.tang ( 5 o«— * 1)1 


A L G F BRiQUE. 
Qu’on pose maintenant 

— log.tang ( 56* — i t ) = log.tang v', 


wi 

= log[(a+i)' , + (a— 6)"]=logÇa— J 

• m 

-P / >+;Y~ 

= log(a — b)” 1 b J 

fît 

= —(îoga+log.cosQ4-Iog.tan^/+log^i+^^i^0 J 

= “p(l°6 a -f log.cos t)4- log.tang v'+logQi - ^--Q , 

en observant que 

1 4-«in t 1 

î -f- sin t tang a (5io° — t ) * 

( Cagnoli , Trig. Tabl. i im ‘ ; form. g* 1 "') ; d’où résulte 


/i 4 - s ' n t\ B 

\i — sin t ) • 


tang'" (5o ° — t ) . 


tang’f : 


,0S C‘ + (££) 

=-lo ë .,«„ s „ + ]„ 6 .(--4^),-lo 5t a nS , + 1o 5 (- 3 --)' 

— —log.tang v -J- logacoséca t>. 
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Donc enfin 

.fit" m 

(ai°.)..- log{ (a + i 

~~ (loga + logcosi) -f- log a -f- log . coséc a v. 

On trouvera de la même manière , 

m 

(52°.) • • lpgf + — (<? — bÿ } 

= ( log a -f- log . cos t ) 4- log a -f- log . cot a v. 

71 

ia8. Nous avons donné ces. transformations pour exercer les 
élèves au calcul trigonom étriqué avec lequel il est nécessaire de 
»e familiariser; on rcconnfttra d’ailleurs que ces formules ont 
l’avantage de se prêter aux évaluations numériques et d’of- 
frir, sous forme finie, les logaiitlimes de binômes élevés à des 
puissances fractionnaires, ce qui, dans plusieurs cas, favorise 
les réductions, ou donne lieu à des transformations utiles. 

îag. Soient X, Y , Z les trois arrêtes contiguës à un même 
angle d’un parallébpipède rectangle et R la diagonale ; on aura 

Jr*~X s -}-l’ a +Z‘ , 

si l’on représente par a , G et y Jes angles de R avec X, Y 
et Z, les arrêtes -Y, Y et Z seront R cos a . , R cos G , et 
R cos y et substituant dans R", on trouvera 

R* x= R 1 1 cos* a, -f- cos 1 G cos^y } 

et divisant par R *, on tombera sur cette propriété connue 

i = cos* a -f- cos a 6 -f- cos 1 } . 

•Puisqu'on a 

X Y Z 

—* cos a , = cos 6 , ~ = cosy; 

ê 
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» l’on désigne par .r, y et z. les» trois coordonnées iftai point 
de 1« diagonale, comptées sur X, Y et Z , à partir de leur 
intersection, et par / la portion de cette diagonale comprise 
entre l’origine et le point qu’on considère , on aura ans» 


y. 

'* l 


t— cos i , 4 = cos C , -,=z cos t ; 


et pour nne autre ligne menée par la même origine et dont 
la longueur est /' , 


x Y 

y=COSK, Ÿ 


CXiSfe , Y = cos 


a/ # y , z r , a , (j. et v étant *pour cette seconde ligne les 
analogues de x , y, a, a, C et y : rtiais si îon joint les ex- 
trémités de / et ï par nne droite h , et que l’on dt signe par 3 
f«tngle de*/ avec T , on sait que . 


k* — t 1 -f- l* — 2 lï ccs $ 

y = (x— x'}*+ cy -y y + <W7. 

d’aiHenrs 




donc 


/» = x* -f j» -f a» ; /'■ — x'’ -f -/ 1 -f- 1'*; • 

CQ 3 ',_ x - E/ +.yy'+«'_ x * . v / .z *' 
f0 />f - — ri^re^i t • 


conséquemment 


cos3=co** cosa-}-cosC costi -f- cos y cosv , 

autre formule connue. Si les deux droites / et /' sont perpen- 
diculaires l’une à l’autre, cos6 = o et on a la condition 


cos -z cos A -f- cos € cos/x -f- cos y cos v — o. 

t • * 

La projectioti d'une droite R sur une autre droite faisant 

Z 4 
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avec la première un angle fl est 
R' =/{ cos fl = R cos a cos à — j- R cos C cosp -f-jRcos^cost'; 
donc 

R' == X cos y -f- Kcos p + Z cos 

• X, K, Z étant les coordonnées de l’extrémité de R, c’est-à- 

dire, représentant la projection de la longueur R sur les trois 
axes rectangulaires, et alors X cos K , Y cos p , Z cos v repré- 
sentent les projections sur la ligne sur laquelle est prise R' , 
des projections X, Y et Z. Ainsi pour projeter une ligne 
sur un axe quelconque , on peut d’abord projeter sur trois 
ÿxes rectangulaires, projeter gnsuite ces trois projections sur 
l’axe donné et les ajouter. 



CHAPITRE XXVI. 


Jpéjjj^nstration de la règle pour former les ra-, 
cmes des équations déterminées du premier 
degré à plusieurs inconnues. 

i 3 o. No U S avons donné ( 1 sect. n° aa 5 et note sur ce n°) 
la règle pour former les deux termes des fractions qui expri- 
ment les racines des équations déterminées du premier degré 
• à plusieurs inconnues : nous pensons qu’on ne sera pas fâché 
d’en rencontrer ici la démonstration que nous donnerons telle 
qu’elle . se trouve dans un mémoire de Ixiplace , portant pour 
titre : Recherches sur le Calcul intégral et sur le Système du 
monde ( Mémoires de l’Académie poitr 1772, 2' partie). 

m i 3 i. Je suppose que l’on ait entre les n inconnues p , pl , p" 
etc. les n équations 
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c = ‘a. y. -f 'b.(i + + etc. 

o = “a.^t + -j- “c./t*" -f- etc. 

o = 3 a./x + 3 i./4 + 3 c.p." 4- etc. 


5Gl 


etc. 


les nombres 1,2,3 etc. places a gauche des lettres a, b, c etc. 
étant ce que je nommerai dans la suite indices de ces lettres : 
on déterminera ainsi 1 équation de condition qui doit ayoïr lieu 


entre les coefliciens ‘a, 'b, ‘ce te., “a 
les équations précédentes soienfpossibles. 


b , “o etc. , pour que 


Lorsque dans un produit tel que 'd.*c. 3 bJa dont les indices 
suivent la loi des nombres naturels i, 2, 3, 4, une lettre 
telle que b précède une autre lettre dont elle est précédée 
dans 1 ordre de 1 alphabet , j’appelle cela variation , et un 
terme a d autant plus de ces variations que cela peut arriver de 
plus de manières : par exemple, dans le ternie ‘dScJbJa, la 
lettre d pr^ède c, b, a, dont elle est précédée dans l’ordre 
alphabétique , ce qui forme trois variations ; c précède b et a, 
ce qui donne deux variations, et b précède a d’ou résulte en- 
core une variation : ainsi ce terme renferme six variations. 
Cela posé , formez toutes les permutations possibles entre 
toutes les lettres a, b, c, d, e, etc. et, dans chaque per- 
mutation, donnez l’indice î à la première lettre, l’indice 2 
à la seconde, 1 indice o à la troisième, etc. ; ensuite faites précéder 
chaque permutation du signe 4-, si le nombre des variatfons y 
est nul ou pair, et du signe — si ce nombre est impair : éga- 
lant à zéro la somme de tous ces termes , vous aurez formé l’é- 
quation de condition demandée. 

Cette réglé est due à Cramer-, mais elle peut être simplifiée 
par le procédé suivant, donné paf Bezout. 

Écrivez la lettre a, et avec cette lettre et la, lettre Z» formez 
toutes \g S permutations possibles, en écrivant d’abord la lettre 
b la dernière , ensuite l’avant-dernière , puis changeant de signe 
loisque b change de place , et vous aurez 4 -ab — bu. 


4 . » .•• • H 

rfV.V 




■.'f; 


v . VL 




J-f-, 


• ' -> • -Js/sT» H...» î.. - ‘vn 

, ■ f ^ 

■. z * 1 ^ ■ c • . « ■ * 4 * •* • l ,• - * z. . . » m • 1 

- r 1 / * Cf'— - v » iy » ' * r I* » , • y • * * 1 • » *• , «3 

'■ V v 4r, , ’» '*.• -.. J «• -*^.4: ■ r- 

' 
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Avec ces deux permutations et la lettre c, formez toute» 
les permutations possibles, en écrivant d’abord dans chaque 
terme la lettre c la dernière, puis l’avant dernière , et enfin la 
première, puis changeant de signe toutes les fois que c change 
de place, et vous aurez 

-J- abc — acb -f- cab — bac -f- bca — cba. 

Combinez de la même manière toutes ces permutations avec 
la lettre d, et ainsi de suite, en employant autant de lettres 
qu’il y a d’inconnues \j! etc. ; cela posé , dans chaque 
ternie , donnez l’indice 1 à la première lettre , l’indice a à la 
seconde , l’indice 3 à la troisième , etc. ; égalant à zéro la somme 
de tous ces termes , vous aurez les équations de condition pour 
que deux équations déterminées du premier degré à a, à 3 etc. 
inconnues, soient possibles. 

En effet, on a vu ( i m sect. n° 226 et 227 ) que les con- 
ditions 

ab' — ba' = o 

ab'c“ — ac'b" -f- ca'b" — bd d 1 -f- bc'a" — cb*a" =0, 

* 

formées d’après cette règle , en changeant les indices en accents, 
résultaient comme conséquences des systèmes d’équations 

1 , ' ' .0 ( ax -f- by — o 

l a'x -f- b' y — o 


f ax -f- by 
< ax + b' 
( a“x+b{ 


by + cz = o 
b' y -}- c'a = o 
-f- b" y + d'z — o. 


La règle que nous venons de prescrire est, comme l’on voit, 
d’un usage fort commode, et il est facile de s’assurer qu’elle 
rentre dans celle de Cramer. Cela est d’abord évident pour 
les deux permutations -f- ab — ba : si on les conibine avec la 
lettre c, il est aisé de voir qu’en écrivant dans ces deux termes 
la lettre c la dernière , le nombre des variations dans chacun 
d’eux ne changera pas : aussi conservent-ils le meme signe 
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qn’ils axaient; mais si, dans ces termes, on écrit la lettre c 
l’avant dernière, le nombre des variations est alors augmenté 
d’une unité ; et , suivant la ^ègle', ils changent de signe : d'oà 
il suit généralement que les termes dont le nombre des varia- 
tions sera zéro ou pair, auront le signe -f- et les autres le signe 
— . D’ailleurs le nombre de terme» dont est composée l’cqua- 
tion "de condition , est , suivant les deux méthodes <, égal à 

1.2.3 n, s’il y a n lettres, et tous ces termes 

sont différens les uns des autres.; donc l’équation de condi- 
tion-sera la même dans les deux cas. Nous allons maintenant 
démontrer la règle de Bezout , comme étânt la plus simple. 

i3a. Si au lieu de combiner ^lettre a avec la lettre b, ensuite 
ces deux lettres avec c, et aWsi de suite , c’est-à-dire , si au 
lieu de combiner les lettres a, b, c, d, e, etc. dans l’ordre 
<z , b, c, d, e, etc., on les euf combinées dans l’ordre c, c, 
b, d, e, etc. ou a, d, b, c, e, etc. ou a, e, b, c, d, etc., 
ou etc. je dis qu’on^aurait toujours eu la même quantité à la 
différence des signes près. # 

Pour démontrer ce théorème, nommons, e if général, résul- 
tante , la quantité donnée par l’une quelconque de ces com- 
binaisons, ensorte que la première résultante soit celle qui 
vient de la combinaison suivant l’ordre a, b , c, d , e , eÆ. ; que 
la seconde résultante soit celle qui vient de la combinaison sui- 
vant l’ordre a, c ,b,d,e , etc. , que la troisième résultante soit 
due à la combinaison suivant l’ordre a, d, b } c,e, etc. , et ainsi 
de suite : cela posé , il est clair que toutes ces résultantes renfer- 
ment le même nombre de termes et précisément les memes , puis- 
qu’elles sont composées de tous les termes qui peuvent résulter do 
la combinaison des n lettres <7,è,c, W, e, etc., disposées enfre elles* 
de toutes,les manières possibles; il ne peut donc y avoir de 
différence entre deux résultantes que dans les signes de chacun 
de leurs termes : or, il est visible que la première résultant? 
donne la seconde, si l’on change dans cette première b eg c, 
et réciproquement ; mais ce changement ne peut qu’augmenter 
ou que diminuer d'une unité le nombre de* variations de chaque. 
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terme ; d’ou il fuit que , dans la seconde résultante , tous Iec 
termes dont le nombre des variations est impair, auront le 
signe -J-, et les autres le signe — partant, cette seconde ré- 
sultante n’est que la première prise négativement. 

Il est visible pareillement que la seconde Résultante donnera 
la troisième, e»y changeant c en d , et réciproquement : or 
ce changement ne peut qu’augmenter ou diminuer d’une unité 
le. nombre des variations de chaque terme; donc les termes 
dont le nombre des variations est zéro ou pair dans la troi- 
sième résultante, auront le signe -f-, et les autres le signe — . 
De là on conclura généralement que si l’on nomme R la pre- 
mière résultante , R ' la seconde , R" la troisième , etc. , oa 
aura £ 

R'=—R - R”=R-, R" =—R-, etc. 


Il mit de là que si , dans la prêmière résultante , on change a en 
b , et réciproquement, ou a en c et réciproquement, ou a en d; 
et réciproquement, etc., on aura toujours la même résul- 
tante^ la différence des signes près. En effet, l’échange do 
a en b et de b $n a ne signifie autre chose , sinon qu’au lieu 
de combiner -f- ab — ba avec les lettres c, d, c etc, , on com- 
bine — ab-\-ba avec les mêmes lettres, ce qui donne la pre- 
mière oésultante prise en — : pareillement l’échange de a en 
r et de c en a, indique qu’au lieu de combiner ~f~ ac — ca, 
avec les lettres b, d, e etc., on combine —ac-j-ca avec les 
mêmes* lettres , ce qui donne la seconde résultante prise en 
— , ou la première prise en -f-, et ainsi de suite. 

II suit encore du théorème précédent que si, dans la pre- 
mière résultante, on écrit b, ou c, ou d etc., partout où est 
•o, cette résultante sera identiquement nulle; car je suppose 
que l’on écrive c au lieu de a, la première résultante est, 
d'après ce que nous venons de voir , égale à la troisième , ç’est- 
jf-dire , à celle qui résulte de la combinaison , suivant l’ordre 
a , c, b, d, e, etc., or en combinant d’abord les deux lettres 
a ci c , on a -f- ac — ca : si l’«Jh combine ces deux termes 
avec la lettre b y . ensuite ceux-ci avec la lettre J , etc.. 
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est visible que la quantité qui en résultera, deviendra identi- 
quement nulle en écrivant c pour.*/, puisqu’alors ac — ca de- 
vient identiquement nul. # 

i33. Je suppose maintenant que Von ait les^rois équation» 

o = 'a.f/. -f- ’£.(*' -f- 'c./a* 

O = ’a./A -f- *b.f/ ’c./a* 

O = 3 a jx. -f- 3 b . u -j- 3 e . <a" : 

• * 4 # 

je forme d’abord la résultante des trois lettres a , b t c, sui- 

vant l’ordre a, b, c, ce qui donne 

1 a.’b. 3 c — 'a. % c . 3 b -j- ’c . ’a . 3 b — 'b . 'a . 3 c -f-'i . *c . 3 a — 'c . ’Z> . 3 a, 
ou 

*a£*è . 3 c — % ç. 3 b 3 -f- ’a C 'c . s b — 'b 3 «3 + 3 o £ 'b .‘“c — l c . % b~\ : 

je multiplie ensuite la première des équations ci-dessus par 
“£. 3 c — *c. 3 b, la seconde par 'c. 3 b — ^ b. 3 c , la troisième par 
*A.*c — 'c. % b, et j’ajoute les produits, ce qui donne 

[_'a^b . 3 c — . 3 b) -|-’a(|c . 3 b — 'è. 3 c)-j- 3 c('è . ’c — 'c . ’£)3 
-f- [/ £‘A( a è . 3 c — ’c . 3 b) 3 b — ‘b. 3 c) ('à . *c — ’c . ’6)3 

rf- /A_"£'c( s è . 3 c — •’c . 3 à)-j-*c('c. 3 b — 'è. 3 r) -f- 3 c('è .’c — 'c . ’i)] : 

or il suit, de ce que nous avons dit* plus haut, que les coeflt- 
ciens de (J et de /J 1 sont identiquement nuis, puisqu’ils ne sont 
que la résultante des trois lettres a, b et c, dans laquelle on 
écrit b oü c partout où est la lettre a : donc on aura pour 
i'équation de condition demandée 

o = ‘a (“h . 3 c — *c . 3 i) -f- ’a('c . 3 b — 'b . 3 c) + 3 aQb . *c — *b ) , 

c’est-à-dire , la résultante de la combinaison des trois lettre» 
« , b , c , éga’ée à zéro. On démontrerait la même chose 
sur un nombre quelconque d’équation». 


% 
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134. Pour démontrer l’analogie de ce qui vient d’être dit àveo 
l’élimination des équations déterminées et complètes du pre- 
mier dggré , je suppose qu’on ait les trois équations 

ÿj = ‘a. p -f- 'b. ix.' + ’c.p" 

3 p = 3 a.p -J- 3 b.p' -f- 3 c.ft". 


Je multiplie comme ci-dessus la première par ( 2 &. 3 c — 2 c . 3 b) f 
la sec#nde par {'c. 3 b — ’ù. 3 c) , la troisième par (‘6. 2 c — 'c.“è) , 
je les ajoute ensemble, et j’observe que le coefficient de p' 
et celui de p" sont identiquement nuis dans l’équation qui en 
résulte, d’où je conclus * 

*p(^b. 3 c — *c. 3 4)-f-*p('c. 3 i — 'Pc)-\~ 3 p{'b . % c — ’c.'i) 

^ l a(?b. J c— *c. 3 6)-|- 1 *a( l c. 3 ù — 1 /r i c)-f- i a( l ù. a o — 'c.*6) * 


on voit donc que le numérateur de l’expression de p se forme 
du dénominateur en y changeant a en p : on aura ensuite p! 
dû p“ en changeant, dans l’expression de p, a en b ou c et ré- 
ciproquement : mais e% changeant dans le dénominateur de p, 
aeni et réciproquement, on a toujours, par ce qui précède , la 


. • À' 

même quantité , au signe près : donc la valeur de p' Sera — H * 

— R 

R étant le dénomi^teur de p, ou, ce qui revient au même* 
la première résultante des trois lettres a , b , c. À' se formera sla 
— il en y changeant b en p : donc 



Ainsi l’expression de p ' est réduite au même dénominateur que 
celle de p, et les numérateurs de ces deux expressions se for- 
ment du dénominateur commun R en y changeant a en p pour 
P et î en p pour p 1 . C’est effectivement par te procédé qu’on 
passera de la valeur de x à celle de y ( t* 1 " sect. n° 224 J* 
Un démontrerait de la même manière que l’expression de p" 


\ 
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à R pour dénominateur, et que son numérateur se forme de 
/v en y cnangeant c en p. C^ttè règle a généralement Lien 
quelque soit le nombre des équations. 

i 35 - Voici maintenant un procédé fort simple qui peut con- 
sidérablement abréger le calcul de l'équation de condition entre 
les lettre^ a, b, c, etc. Je suppose les deux équations 

o = ‘dz.pL rf- 'b.ft! ; oz=.*a..p. -\- % b .(/ ; 

qu’on écrive -f - ab et qu’on donne l’indice 1 à la première 
lettre et l’indice a à la seconde , et l’équation de condition de- 
mandée sera 

’a.'i — o. 

Je suppose trois équations : qu’on écrive -f- ab et qu’on com- 
bine ce terme avec la lettre c de toutes les manières possibles , 
en changeant le signe de chaque terme ^chaque fois que c 
change de place , on aura ain$j#zéc — acb -f- cxib ; qu’on donne 
dans chaque terme l’indice 1 i la première lettre , l’indice a 11 
la seconde, l’indfce 3 à la troisième, et on aura 
— i c.*c. 3 è-Pc.Vi. , & : cela posé , au lieu de -f- ‘a. M b.*c qu’on 
épive -f-('a.* 6 — 'é.*a) 3 c; au Heu de — 'a.*c. 3 b qu’on • 
écrive — (‘a. 3 6 — ‘b . 5 a) a c , et au lieu'de -f- ’c.*a . 3 i qu’on 
écrive -f- Ça . 3 b — u bJa)'c ; l’équation de condition demandée, 
sera 

o=(‘« . %> — - 'b . *Æt) 3 c — fa . 3 A — 'b. 3 a)“c -f- Qa. 3 b — “A. 3 a) 'c. 

Je suppose quatre équations : qu’on- écrive -f -abc — acb-\-cab , 
et qu’on combine ces trois termes avec la lettre d , en obser- 
vant 1 3 de n’admettre que les ternies dans lesquels c précède 
d ; 2* de changer de signe dans chaque terme , toutes les fois 
que d change de place, et on aura 

if- abcd — aebd -f- aedb -j- cabd — cadb -f- edab : » 

qu’on donne ensuite l’indice 1 à la première lettre , l’indice 9 
à la seconde , etc. , et ou aura 



**- - *■- 
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-f- ’aSb ScSd — 'a Sc S b Sd -j- 'aScSdSb -f- Sb Sd 

— ‘cSaSd.^t -f- 'cSdSaSb : 

cela posé, au lieu de + ‘aSbScSd, qu’on écrive 

( 'aSb — 'b Sa} [*cJd — 3 dSc ) , 

et ainsi des autres ternies, et l’équation de condition sera 

o = ( ’aSb — ‘■'b Sa)QcSd— 3 dSc) — {'a." b — 'bSa)(^cSd — 'dScj 
-f- ('aSb — 'b.^a) (*c.W — ! ‘d. 3 c)-j-(‘a. a b — *Z>. 3 a)( , c.'‘ t d — ’dSc) 
— (*a.'*b — ‘‘bAa')(^c. 3 d—'d. ? c')-\-C a - i b — 3 bSc)('cSd — 'd, J c)i 

le suppose cinq équations : qu’on écrive les six termes 

-f- abcd — acbd -f- etc. 

relatifs à quatre équations , #t qu’on les combine avec la 
lettre e de toutes les manières possibles , en observant de 
changer de signe chaque fois q8e e change de place qu’on 
doane- l’indice 1 à la première lettre de chaque terme , l’in— 
f dice a à la seconde etc. , qu’ou. transforme ensuite chahut 
de ces ternies dans nn autre , suivant la méthode que nous 
. venons de prescrire à l’égard des équations à trois et à quatre 
inconnues; ainsi au lieu du terme -f- l aSc. 3 bSe. s d , qu’on 
écrive- -f- ( 'a . 3 b — 'b. 3 a ) ( “c . à d — *d. s c) Se \ qu'^n égale à 
zéro la somme -de tous ces tenues, et on aura l’équation de 
condition demandée. 

Pour six équations , on combinera, les termes -j-abcde 
— abced -f- etc,, relatifs à cinq équations avec la lettre f, en 
observant i° de n’admettre que les termes dans lesquels e 
précède f\ n° de changer de signe lorsque f change de place : 
on transformera ensuite , par la règle précédente , chaque 
( terme dans un autre composé du produit de trois facteurs , 
chacun de deux dimensions et de deux termes , et l’on aura 
l’équation de condition demandée. Il en sera de même pour ua 
nombre quelconque d’équationsi , * 


L* 
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Le çitoyen Laplace démontre le procédé ci-dessus,' c’est-à- 
dire, qu’il fait voir que l'équation de coridition qu’il donne 
est identiquement la même que celle qui résulte des mé- 
thodes de Cramer et de Bezout. Comme il ne s’agit ici que 
d’une abréviation de calcul , nous nous bornerons aux énoncés 
qui précèdent, en renvoyant pour la démonstration au mé- 
moire cité. 



CHAPITRE XXVII. 

Sur les différent systèmes de numération et 
sur quelques propriétés des nombres consfa 
dérés comme diviseurs. 

1 36 . Dans le système de notre Arithmétique, tout nombrè 
est égal au chiffre des unités multiplié par 10“ , plus au chiffre 
des dixaines multiplié par io*, et ainsi de suite, en&rte que 

345 S =3 X 10 -J- 4 X 10 -f- 5 X 10 -J- 6 X io- 

Le* termes de la progression géométrique 

\ \ ' 

io° : io* : io* : io s : io*. : io* -1 

sont donc les facteurs par lesquels se trouvent multipliés toui 
les chiffres d’un nombre, en ffllant de gauche à droite, dans 
l’ Arithmétique décuple. Cette progression est Y échelle de l’A-« 
rithmétique ordinaire, et io en est la racine: 

Si au lieu de prendre pour échelle les puissances successive* 
de xo , on adoptait les puissances successives dé 7 , par 
exemple , on aurait un nouveau système de numération , fondé 
sur 7 caractères ou signes. ( Arith, leçon 31 '"' ). 

Analyse. A a 
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Soit doue a la racine d’une échelle quelconque , tout 
nombre N sera, dans le système de numération correspondant, 
représenté par 

N t=Aa H + B a n ~' + Cû" -1 + Da*~ 3 + -f-Pa'-f- Qa‘, 

les coefileiens A, B, C ,.P et Q désignant tous les m 

chiffres du nombre , et n le nombre de ces chiffres diminué 
d’une unité. 

Les questions principales que nous nous proposons de ré- 
soudre ont pour énoncés : i° L’expression d’un nombre dans 
une échelle , étant donné , trouver l’expression du même 
nombre rapporté à une autre échelle dont la racine est donnée. 

Supposons que 1a racine Connue soit a, la question est ré- 
duite à évaluer les coafficiens A, B , C P et Q : 

or il est visible que tous les termes de la formule générale 
donnée ci-dessus sont , à l’exception du dernier , divisibles par 
a ; donc la valeur de Q sera le reste de la division du nombre 
proposé par a. Le quotient de cette division sera 

Aa*~ l -f Ba — ! 1 -f Ca H ~ 3 + . ...... :..+ P, 

dont tous les termes , à l’exception de P, sont divisibles par a , 
çnsorte que la valeur de P sera donnée par le reste provenant 
de cette seconde division. Mais le quotient correspondant est 

Aa tt -* + Ba n - s + Ca n -t-\- + R, 

dont tous les termes, excepté le dernier, sont pareillement 
divisibles par a, d’où résulte que la valeur de R est le reste 
de cette division et ainsi de suite : en continuant à diviser les 
restes successifs par la racine de l’échelle, on aura les valeurs 
des autres coefliciens, et de là on déduit cette règle ; 

Divisez le nombre proposé par l’échelle du nouveau sys- 
tème , écrivez le reste ou zéro s’il ne reste rien ,■ divisez le 
premier quotient par le même nombre , écrivez ce second 
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reste à la gauche du premier ; divisez le second quotient par le 
même nombre, écrivez ce troisième reste à gauche du seçond, 
et ainsi de suite, jusqu’à ce que la division cesse d’être possible, 
et donne o pour quotient. La série des restes ainsi disposés 
les uns à la gauche des autres, sera le nombre traduitjlans le 
nouveau système de numération. 

Soit le nombre 4497 <P on propose de traduire du système 
décuple dans celui dont l’échelle est 7 : op fera, conformé- 
ment à la règle, l’opération suivante : 


4497 


f 7 

CW 


l 9 l 


f i 

\~sn_7_ 

'•H- 


i 6 o 5 3 
5', 4', 3', a', 1" reste; 


fl faut donc cinq chiffres pour écrire 4497 dans système 
septénaire, et 


44 97 =i. 7 4-f-6.f + 5 . 7 ‘-|- 3 . 7 *: 

en supprimant les puissances de 7 , il ne reste que les coefli- 
ciens et , en passant d’un chiffre à celui qui est immédiate^ 
ment à gauche , les unités deviennent de sept en sept fois plus 
grandes : on observera que, dans ce système de numération , le 
nombre 7 est représenté par 10. 

Cette manière de résoudre le problème proposé est plus 
simple et conséquemment préférable à celle qu’on trouve dans 
les Mémoires de l’ Académie , dans Bujfon et l’ Encyclopédie 
méthodique. 

Réciproquement un nombre étant écrit dans un Système 
donné, on le traduira dans le système décuple, en multipliant 
chaque chiffre de ce nombre par les puissances successives de 

A a a 
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l’échelle et faisant l’addition de ces produits. Ainsi, pour tra- 
duire le nombre i 6 o 53 du système septénaire dans le sys- 
tème décuple, on ajoutera les seconds membres des égalités 
i.7+ = o 4 oi; 6 . 7 s = 2 o 58 ; o.y*=o; 5 . 7* = 35 ; 3.7°==3, 
et on trouvera pour leur somme 44,97 

On pourrait aussi résoudre ce problème en divisant i 6 o 53 
par 10; mais on observera que le nombre proposé étant écrit 
dans le système septénaire, il faut traduire 10 dans le même sys- 
tème, c’est-à-dire, écrire i 3 pour diviseur. Ensorte qu’on a 
l’opération 


i 6 o 53 


i3 



1211 

/Jl 



X f 

i3 


\ 

4 


( i3 

\ o 


On observera de lire dans cette suite de divisions le dividende 
et le diviseur dans le système septénaire : ainsi , pour la pre- 
mière , on dira : en 16 qu’on énoncera treize, le diviseur i3 
qu'on énoncera dix, est 1 fois avec Un reste 3 à la gauche 
duquel il faut descendre o , ce qui donnera 3 o ou vingt-un 
qui contient a fois dix , plus un reste 1 qui avec 5 pcrit à sa 
gauche donne 1 5 , ou douze qui contient 1 fois 1 o avec un 
excédant a à la drpite duquel on doit descendre 3 , ensorte 
qu'on a a 3 , ou dix - sept à diviser par dix , ce qui donne 1 
pour quptient et 7 pour reste. Cette explication est plus que 
suffisante. Les restes de ces divisions sont 


4 4 9 7 

4', 3 % 2', i n reste. 

ensorte que la traduction du nombre proposé dans le système 
décuple est 4497 > résultat trouvé par le premier procédé, 
a® Reprenons la formule 

Pf~Aa. n + Ba n ~' + Ca n ~* + Pa' + Ça' 
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qu’on peut écrire sous cette forme 

PÏ-=A (a "— -1 ) -\-B (a" -1 — I ) -f- C(a*~*—\ ) -\-D(a n ~ i -—i ) . , . . . 
-\-A+B+C+D+ 

Si N est divisible par a — 1 , nécessairement comme le* Fac- 
teurs a" — 1 , a" - ‘ — 1 , a' 1-3 — i , a" -3 — î ,’ etc. sont divisibles 

par a — î , la somme A-\-B-\-C+D-\-.... doit être 

divisible par a — î. Ainsi le nombre i656 est divisible par g , 
parceque la somme î -f- 6 -f- 5 +6 est un multiple de g 
(arith. leç. a5' m '. Algèbre i"' sect. n* )• 

De plus , si le nombre proposé n’est pas divisible par g , le 
reste de la division sera le même que celui qu’on obtiendra 
en divisant par g la somme de ses chiffres considérés comme 
des collections d’unités simples. Par exemple , a56 divisé par 
g, donne 4 pour reste, mais • 

a 5 -f- 6 = i3 
divisé par g, donne aussi le reste 4- 

Ces considérations sur le nombre g , et sur la manière d’ob - 
tenir les restes des divisions par g , sans les effectuer, peuvent 
s’ (.tendre à tout autre nombre. Soit donc un nombre à divi- 
ser par 8 , on peut le représenter généralement par 

A. îo" -f-2?. io"~ ’ + C.io*-*+ -f P.io-f Q. 10 " 

= AÇl O" — r2" — , )+C(lO" — 3 — 2C -3 ) + 

-f-Af(io* — a*) -f-P(io — a)-f-Ç(io* — a") 

-M . a”-f £ . a— -+C. a"~ 3 + M. a‘+P . a’-f Q: 

or tous les termes de ce développement , à l’exception de 
M.tf-f-P.a' -f- Ç , sont divisibles par 8; donc, s’il j a un 
reste , il ne peut être que dans 

Aa 3 
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4M + 2P + Q, 


O 


par les autres puissances de 2 sont des multiples de 8. 

On demande le reste de 41 55 divisé par 8 : on a, dans ce cas. 


donc 


ç=5, P— 3, M== i; 
41 /-faP+Q = 4 + 6 + 5 = l5 » 


qui divisé par 8 donne 7 P our reste. 

On aura donc toujours les restes de la division d un nombre 
par 8 , en prenant la somme du premier chiffre à droite multi- 
plié par 1 , plus du second multiplié par a , plus du troisième 
par 4, et la divisant par 8. On aura le reste final ou plus 
petit que 8, en appliquant ce procédé à cette somme de restes 
et ‘ainsi de suite. 

Tout nombre à diviser par 7 peut être mis sous la forme 

o" — 3") +Æ ( 1 o" -1 —- 3,” -1 ) + C(i o" -3 — 3 n_s ) .......... 

-f Af(io J — 3*) + i J 0o— 3) + Q(io°— 3°) 

4-^.3 n +J5.3»- , +C.3"- ; “4- . . . . . . . • .M.s+P-3+Q. 

Les premiers termes étant divisibles par 10 — 3 = 7, s’il y 
a un reste , il doit être dans la somme des coefliciens multi- 
pliés p ai' les restes des puissances successive» de 3, divisées par 
7. Or le reste de 3* est i,celuide3est 3, celui de 3* est 2, celui 
3 3 est de 6 , de 3* est 4, de 3 5 est 5, de 3® est x , de 3’ est 3. . 
où l’on voit que les mêmes restes reviennent dans le même ordre 
et forment des périodes à l'infini , commentant toutes par I u- 
nité. 

Il suit ’de là que â oh a îè nombre l35a754i à diviser 
par 7 , on pourra leerire comme il suit en mettant chacun 
des restes sous le chiffre correspondant qui doit le multiplier : 


V 
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13537541 
3 1 54693 1 


13 
10 

4» 

8 

25 

3 

3 

Somme = 104 
a3i 

~7 

O 

a 

Reste = 6. 

Après avoir trouvé 1 04 pour somme des restes de la divi- 
sion des unités successives -du nombre proposé par 7, on ré-' 
pète l’opération sur cette somme et on obtient le reste final de 
la division. 

t 

Prenons pour dernier exemple le diviseur 11. La formula 
générale peut se mettre sous la forme 

jV=(i 1—- i)"-M?(i 1 — i) n_1 -f-C(i 1— 1— ; 

or dans le développement de ces binômes , tous les termes , 
excepté le dernier , en supposant le développement ordonné 
suivant les puissances descendantes de n , seront divisibles par 
11 ; de plus , le dernier terme des puissances impaires sera né- 
gatif, et celui des puissances paires sera positif : donc si la 
division par 1 1 donne un reste , il sera le même que celui qui 
résultera de la somme Q — P + M — N-j-* .hé* . . c’est-à-dire 4 

Aa 4 

* 
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de la sdftime des coefEciens , ou des chiffres successifs du 
nombre , multipliés alternativement par ■+• 1 et — 1 . Pour 
avoir, par exemple, le reste de la division de 64573 par m, 
on fera les deux sommes 

3 -f 5 -f6= ' 14 
— 7^-4=— 11 

Reste = 3 

donc la division du nombre proposé par 1 1 , donne 3 pou; 
jreste. 


f I N. 


\ 
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NOTE 

SUR LE CHAPITRE XV, 


Nous ferons connaître quelques développemens qui ne sont 
que des transformations ou dés conséquences immédiates de 
ceux auxquels nous sommes parvenus dans le chapitre cité. 


Kou» avons trouvé le développement de.l’exponentiella 


a x =s i + Ax 



X*x' 

il. 3. 3 


-t- etc. 


Le modale que nous avons désigné par M, n’est autre chose que 


que 



~Â 


substitution qui donne 


en sorte 




(i> 


= t Arxl.a- ( xl.a )* 4- (*/•«)*+ «te. (a) 

I ■ a désignant , ainsi que nous l’avons dit , le logarithme hyperbolique 
de la base a. 

On a d’ailleurs 

l.a* = xl.a 


d'où résulte encore , après la substitution dans le second développement de a *, 

( Z a ' ) ‘ + rîT (/ -*' ),+e,C i 

et faisant a* — n, on obtient 


9 
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« — t ■+• l-n + — (f-n)’.H — r (l-n ) 3 + etc. 

i.a x .a.3 


Si Ton suppose l.n rzi, auquel cas, ?» devient la base que nous avons 
désignée par e , ou retombe sur 

c=i + H h - — r 4- etc. 

1.2 1.2.3 

La formule précédente fait trouver le nombre dont on a le logarithme hy- 
perbolique. Le développement de a * , donnerait en faisant a x =zn t 

. logn , 1 /logn \ * 1 /loen V' . 

n =' + -M + u(-k) +7T.3 (-w) +etc - 

cette formule servirait à calculer le nombre , lorsqu’on connaît son logarithme 
tabulaire. 

Si , dans le développement de a x , on change d’aboid 1 en nx , puis a e» 
x, il viendra 


x n * — 1 Anx -f- rt’x’+ n’x 5 •+■ etc. 


dans lequel 


„ (x— O» , (x-t)> 

^ — (x 1 ) 3 "f“ J 11 — etc.. 


or, ce développement de A n’est antre chose que le logarithme hyperbo- 
lique de x , comme on peut s’en assurer en faisant 


a +hs:x 


dans t + 4); donc enfin. 


x" T = i + nx(l.x)+ —■ (Lx)* + -—-3 (Lx) 3 + etc. 

Cette formule trouve son emploi dans le calcul intégral , ainsi qu’en peut le 
voir dans le Recueil de mes Leçons à l’Eeole Polytechnique. 

II est facile, d’après ce qui précède, de démontrai nn théorème curieux 
donné par le citoyen Bossut , pour exprimer le nombre x m — r' n par une 
suite non terminée. En voici l’énoncé 

m _ m(l.x — l.r) . m'il’.x-l’.'r) . m'(P.x-P.r ) • 

— + — râ — + ■■ ■ ,.,.3 - + «*• 
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En elTct, qu’on substitue successivement puis r" pour dans le 

développement (a) de l’exponenuellc a 1 , on aura 

«- = « +1I..+ 7- 7^3 m ’ i, JC+e * c - 

r” = ,4-tn/ r + ~ *'?.*■ 7^3 ’n’P.r+etc. 
fl retranchant la seconde formule de la première , on a 

ri me en question. L’auteur s’en est servr pour denouer une espèce (te para 
dore de calcul intégral qu’on démontre dès l’expositton des premters prtn- 

cipes. , . 

Dubourguet, dans son Algèbre, donne pour calculer les lopriO»»** 
nombres premiers a , 3 et 5 des formules plus convergentes que 
Borda, relatées ( clrap. XV, n« <fi ). Nous ferons connaître .ci 1 an y 
les observations de ce géomètre. 

Si dans la formule 

log(n+0 = lo S n + 7^{7r+t + 3(üH4.i) 3 +CtC I 


trouvée ( page ao, ) on change „ + 1 en « et conséquemment n en n-t . 
pn trouvera la suivante 

logn = log(n — O+777 j a n — î + 3 (an — t)* 1 * 

qne dans cclle-ci , on fasse n=*% et qu'on représente par S la ***** 
a 

piultiplie y et on aura 

q 

a log 2cclog(*+- « ) + l°B (* “ 0+ TZ S * 

d ? oti résulté 

log(e+r) = *loge— ^ dog(e — t) — 777 S 


Faisant successivement a = 4 , = 5 , =9, et représentant par f, S", S ', 
c« que devient S pour ces trois valeurs de z , nous aurons les trois équations 


<3 
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Note. 


log 5 “ a Jog 4 — log 3 - 


a<T 
La 

Jog6~aJog5 — log 4— 

2 S"' 

Jog io= a log g — log 8 — j~ , 


desquelles on déduit les trois suivantes 


Iqg 5 — 4 log a + log 3 «: — 


îS' 


a,V" 


log3 + 3logi— alog5 = — ~ 

lo g 5+41og^-4Jog3=- • 

L . a 

Si l’on regarde log a , log 3 , Jog 5 comme trois inconnues s’agit <Te* 
valuer, on trouvera 

hga= n ( 5 ^"+ 3j ’"' } 

toe3=: n ( n,y ' + 8 * S '"+5J“"} 

loç5= ~ { iBS’ + iaS’+jS" }. 

Substitnant dans ces trois équations les valeurs #n séries de S' , S" et &" 
pour z=x 4 > —5 , zrg , on aura 

, 0 ga= 7^{ ’[37 + OT3 + 53P+ eK ]+ à [ 35 +3 ^+^ 4 - etc.] 

+ 3 [t^i + 3^ + 5^7? +e,c ‘ ] 5 

l0s3= ^{ ,, C37 + O7î + 3375 +etc ] + 8 [4 + 3^9 î + 5Îj* +ctt ] 

+ S [ 757 + 3ïïkî+ 5^7?+ ctc ] S 

, °g5==^{ , 6[±+^ + ^ +etc .] +ia [^ + ^ + ^ +elc ., 

+ 7 [ 7S7 + 3^75 + 5^7* +etc ' ] ( ’ 




Digitized by Google 



Note.. 58i 

Ces séries sont plus convergentes que celles cl O texte ; de plus , Comme les 
séries facteurs sont les mêmes dans ces trois logarithmes, une fois qu’elles sont 
évaluées , on forme très-facilement log a , log 3 et log 5 . L’auteur ajoute : 
la formule ( l ) sera encore la plus convergente de toutes celles dont on 
puisse se servir pour calculer le logarithme de 7. Mais pour les nombres pre- 
miers 11, i 3 , 17 43 et 47 , la formule de Borda (n* 75) est plus 

convergente que (1). Mais h commencer du nombre premier 53 , la formule 
de Borda cède l’avantage à celle de Haros (n° 76) qui la conserve toujours: 
celle-ci , observe le citoyen Dubourguet , est tellement convergente , que , 
pour le premier nombre 53 auquel elle doit être appliquée , le troisième terme 
donne 

0,00000 ooooo 00000 00000 00000 96945 etc. 


Fin de la Note. 
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TRAITÉES DANS LA SECONDE SECTION. 


CHAPITRE PREMIER. 

Une équation algébrique de degré quelconque , ne peut avoir 
que des racines réelles ou des racines imaginaires de la forme 
a-f-bj/ — i, a et b étant des quantités réelles. De la page 
première à la page huitième. 

T hÉorÊmes préliminaires : i°. Si une équation algébrique a pour racm« 
une quantité de la forme a + b\/— \ , elle en aura nécessairement une autre 
de la forme a — b \J — i. a 0 . Toute fonction algébrique de a'+lb '/ — t 
peut-être ramene'e à la forme PzîzQ \/ — i , P ét Q étant des quantités 
réelles. Démonstration de l’énoncé. On en conclut, i°. qu’une équation 
d’un degré pair est décomposable en facteurs réels du second degré ; 2 °. 
qu’une équation ne peut avoir que des racines réelles ou des racines ima- 
ginaires de meme forme que celles du second degré. 

CHAPITRE II. 1 

Des racines imaginaires. 8 à 19. 

A l'inspection des signes de l'équation au* quarres des différences , ou 
peut toujours reconnaître si toutes les racines d'une équation sont réelles, 
tt le plus grand nombre de racines imaginaires qu’elle peut admettre. Ap - 
plication de ces théorèmes aux équations des second et troisième degrés. On 
peut déterminer le nombre des racines réelles et celui des racines imaginaires 
de celles des équations qu'on sait d’avance ne pas admettre plus de quatre 
tacines imaginaires. Exposition de la méthode pour trouver les racines ima- 
ginaires des équations. Peux cas 1> distinguer : i°. toutes les racines réelles 
négatives de l’équation aux quarres des différences sont inégales entre elles. 

Parmi ces racines réelles négatives, il s’en trouve d'égales entre elles. La 
racine imaginaire étant représentée par — i , on aura, dans le pre- 

mier cas , une unique valeur de «t pour chaque valeur de C , et dans le se- 
cond , a une valeur de C correspondront des valeurs multiples de a. On doit 
rejeter toutes les valeurs imaginaires de «■ 
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CHAPITRE III. 


Génération des fractions continues , leur réductior^en fractions 
ordinaires , et quélques propriétés de ces fractions . 19 à 45- 

Règle pour évaluer en fraction continue un nombre quelconque a qui 
îTcst pas un nombre entier j lorsque le nombre a est commens arable , 
la fraction continue s’arrête} lorsque ce nombre est incommensurable, elle 
ne s’arrête pas. Application de ce procède' au développement en fraction 

continué de la fraction ordinaire Extension du même procédé au déve- 
loppement d’une fraction dont les deux termes sont des suites infinies. 
Développemens en fractions continues de 

(/désignant un logarithme hyperbolique )j ~ l. tangÇ^ 4- } d’un arc x 

au. moyen de sa tangente t. Repasser d’une fraction continue à la fraction 
ordinaire qui lui a donné naissance. Lois suivant lesquelles se forment les 
numérateurs et dénominateurs des fractions ordinaires correspondantes aux 
portions Successives de la fraction continue. Ces fractions, qui expriment 
des portions successivés de la fraction continue prise à partir de l’origine, 
iont alternativement plus petites et plus grandes que la valeur totale de 
la fraction continue. La fraction continue totale est donc toujours comprise 
entre déurt de cerf fractions. La série de ces fractions peut commencer 

i . ’ . . P* P 

par -. Si l’on multiplie en croix les termes des deux fractions 

correspondantes h deux portions successives de la fraction continue, on 
aura toujours la différence des produits PQ 9 — * P 9 Q =ae savoir 4- i f 

P 

si la fraction est du nombre des fractions plus grande que x, ou si elle 

est de rang impair, la fraction ■* étant la première, et — i si elle est 
une fraction plus petite ou de rang pair. Ces fractions alternativement 
pluspetites et plus grandes sont réduites à la plus simple expression. L’erreur 
qu’on commet en prenant une fraction en place de la fraction continue 
totale, est toujours moindre que l’unité divisée par le produit des dénomi- 
nateurs celte fraction et de la fraction immédiatement consécutive, mais 
plus grande que l’unité divisée par la somme du meme produit et du 
quarré du dénominateur de la fraction sur laquelle on opère. Cette erreur 
est, encore, moindre que l'unité divisée par le quarré du dénominateur de la 
fraction qu’on considère. La différence entre la fraction continue totale x 
et une fraction qnelconque , est moindre que la différence entre x et la fraction 
qui précède immédiatement celle-là. Cette propriété a fait donner aux 

P° P . M 

fractions —y, ~ etc. le nom de fractions convergentes. Soit jy unft 

fraction 


» 
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fraction dont le de'nominateur JV soit moindre que le de'nominateur O 

P P 

d’une des fractions convergentes -j , la fraction ^ exprimera plus exacte-* 

. M 

ment la valeur de x que la fraction 4^. Les fractions C 'mvergéntes peuvent 

se séparer en deux classes , composées , la première , des fVactions plus 
petites, et la seconde des fractions plus grandes que la fraction continue 
totale. On distingue deux cas ; i°. celui dans lequel, entre deux fraction* 
de chaque classe, on ne peut intercaler aucune autre fraction dont le déno- 
minateur soit moindre que le plus grand des dent dénominateurs; a°. celui 
dans lequel on peut intercaler entre deux une suite d’autres fractions dont 
les deux termes croissent par différences égales* et alors on ne peut, entre 
deux de celles-ci, intercaler une fraction dont le de'nominateur tombe entre 
«eux de ces fractions. Il y a lieu alors à deux suites de ces fractions com- 
posées de fractions principales et intermédiaires on secondaires, les unes 
croissantes et plus petites quear, les autres décroissantes et plus grandes 
que ,r. Ces deux suites vont h l’infini , lorsque le nombre est irrationnel i 
lorsqu’il est commensurable, l’une des séries s’arrête, et l’autre procède 
& l’infini. Une fraction exprimée par de grands nombres étant donnée , 
trouver toutes les fractions en moindres termes, qui approchent si près delà 
vérité qu’il soit impossible d’en approcher davantage par des fractions plus 
simples. Une fraction continue périodique représentée para* conduit toujours , 
pour la détermination de x , â une équation dti second degré. Application 
de cette propriété à l’extraction de la racine quarrée par approximation. 

CHAPITRE IV. 

Méthode d’approximation des racines incommensurables des 
équations numériques. 45 à Si. 

Chaque racin^mcommensurablc d’une équation peut être réduite en une 
fraction continue. Qn peut donc assigner une suite de fractions alternative* 
ment plus grandes et plus petites que chacune de ces racines , et qui en ap- 
prochent de plus en pins. Application de cette méthode h quelques exemptes. 
Elle donne avec toute l’approximation désirable les racines négatives incom- 
mensurables de l’équation aux qunrrcs des différences, prises positivement, 
lesquelles servent à trouver les couples correspondans de racines imaginaires. 
Examen du cas dans lequel l’une des racines réelles incommensurables d'nne 
éqaution est donnée par une fraction continue périodique. Exposition d’une 
méthode très-simple pour réduire en fractions continues les racines d’une 
équation du second degré. Ces fractions continues sont toujours périodiques. 
Usage de cette méthode pour développer la racine quarrée d’un nombre en 
fraction continue. 

Analyse . Rb 
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CHAPITRE V. 

Y 

Toute fonction algébrique , rùtionnelle et invariable des racines 
d'une équation , peut être exprimée d'une manière rationnelle 
au moyen des coejjiciens *de cette équation, 6a à 67. 

Les racines d'une équation étant et, C, ^ etc., évaluer 4*n coefficiens de 
cette équation des fonctions telles que T. tt n C", T. tt n Cp etc. ce 
signe 7 . exprimant une collection de tenues de lu forme de at ' Cv, *" Cp etc. 
Application de cette propriété h la recherche de l'équation finale entre deux 
équations complètes du second degré. Evaluation des coefficiens d'une équa- 
tion ayant pour racines toutes les sommes qu'on peut former avec les racines 
d'une équation donnée, prises deux à «leux. Règle générale pour former 
l'équation d'oti dépend une fonction assignée des racines d'une équation 
proposée. Autre usage des considérations présentées daus ce chapitre. 


CHAPITRE VI. 

Du degré de l'équation finale résultante de V élimination entre 
un nombre quelconque d'équations et le meme nombre d'in~ 
connues • 67 à 77. 

• » ■ \ 

Le résultat de l’élimination d’une inconnue entre deux équations com- 
plètes à deux inconnues , l’une du degré ni , l'autre du degré n , est une équa- 
tion du degré m X /*•> au plus. Deux démonstrations «le cette proposition. 
Extension de cette proposition à un nombre quelconque d’équations complètes 
entre le meme nombre d’inconnues : le degré de lVqualion ^gialc ne peut être 
plus grand que le produit des nombres qui marquent le degré «le chacune «les 
équations du système donné. Cette analyse nVst pas propre h donner effective- 
ment l'équation finale. Méthodes ù cet effet exposées dans la Théorie des 
Equations de Bezout. ^ 

CHAPITRE VII. 

, * y' . * 

Résolution générale des équations. 77 à 11 5 . 

Ce problème , résolu sur les équations des second , troisième et quatrième 
degMs, se réduit à a recherche d'une fonction des racines, qui dépende 
d'une équation d’un degre moindre, et dont les racines donnent facilement 
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cfelles de la proposée. Examen des racines des équations dos troisième et 
quatrième degrés. Méthode qui paraît avoir servi à Ja première résolution 
des équations du troisième degré , généralement attribuée h Cardan , quoi- 
qu’il semhle, dit Lagrange , que c’est de Iludde que nous la tenons. Mé- 
thode analogue à la précédente pour le quatrième degré. Conjectures d ’ Euler 
sur la forme des racines d’une équation d’un degré quelconque n : il suppose 
pour forme générale des racines 

x=a y/u+by/if+c -f -my/u n “* , 

a , b .. m étant des indéterminées; l’hypothèse de donne lien aux deux 

équations y" — u=o , x ^zay-t-by' + cy*-)- -f- nly• n " ,, . Ce résultat de 

l’élimination de y entre les deux précédentes est une équation du degré n, sans 
second terme. 'Iheveneau , après avoir calculé cette équation finale pour le 
cinquième degré , a été arreté par la longueur des calculs qui restaient à faire 
pour obtenir la réduire. 

CHAPITRE Y I I I. 

De la décomposition des équations en facteurs d’un degré 
supérieur au premier. n 5 à 126. 

On a prouvé, çhapitre premier, la possibilité de cette décomposition 
en facteurs réels du second degré : on se propose dans celui-ei de f*aire con- 
naître sur quelques exemples, la méthode que l’on peut employer è’cct 
effet. Extension de cette méthode à la décomposition de l’equation la 
plus générale du sixième degré sans second terme , en facteurs réels du 
troisième degré. Autre manière d’envisager ia question , en la restreignant 
cependant 5 la décomposition d ? une équation du quatrième degré en ses di- 
viseurs du second degré. Cette question se réduit h celle de former une équa- 
tion qui ait pour racines toutes les sommes des racines de la proposée , prises 
deux h deux. Examen du cas ou la proposée, toujours du quatrième degré, 
ne renferme que les puissances paires de l’inconnue. La décomposition d’une 
équation du troisième degré en deux facteurs , l’un du second degré et l’autre 
— du premier, conduirait à la résolution d’une équation d« même degré k que 
la proposée. 

C H A P I T R E I X. ' 

De V extraction des racines des quantités en partie comment 
surables et en partie incommensurables . 127 à i 36 . 

Assigner la relation qui doit exister entre les nombres a et b pour que 
+ soit réductible h la forme \/ Applications. Extraction 
(le la racine n^mt de «4- V b. Applications. 

B>2 
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CHAPITRE X. 

De l’évanouissement des radicaux dans les équations . 

137 à i4a. 

Règle générale il auivTe ponr faire disparaître les radicaux qui affectent 
l'inconnue dans une équation. Applications de cette règle. Une fonction de 
radicaux étant donnée, remonter à l’équation qui aurait fcette fonction pour 
l’une de ses racines. 

CHAPITRE XI. 

De l’ abaissement des équations. î^a à î^g. 

L’abaissement d’une équation , c’est-à-dire, la réduction de son degré, a 
lieu lorsqu’il existe une relation particulière entre ses racines. Cet relations 
sont de la forme ia+kb=b , ha+ib + kc=l , h, i, k , /, etc. , étant des 
nombres donnés, a, b, c, etc., les racines de la proposée. B peut encore 
arriver r 0 . que plusieurs racines soient égales ; ce cas a été traité dans la pre- 
mière section ; a a . que des racines soient réciproques , c’est-à-dire , qu’il y 

en ait une = a et une autre = — v Cette circonstance sera examinée dans 

a 

le chapitre suivant. Exemples qui se rapportent au cas où parmi les racines, 
il s’en trouve d’égales avec des signes contraires. 

CHAPITRE XII, 

Résolution des équations réciproques; résolution des équations 
de la forme x m ±ia m =o , oc* m — apx™ -f- q—o. 149 à 178. 

L’équation x m ±a m r=zo est réductible l La résolution de 

l’équation ÿ n — i=ro, lorsque m n’est pas un nombre premier, dépend de celle 
d’autant d’équations semblables que m admet de facteurs nombres premiers. 
L’équation i~opcut toujours être rabaissée au degré p. Définition 

des équations réciproques. Toute équation réciproque du degré am est tou- 
jours réductible au degré m, et celle du degré am-f-* peut être abaissée an 

dcgrc-^ — Lorsqu’on ne peut trouver algébriquement les racines del’cqua- 

tiofc x m — 1=0, il est possible de les exprimer en lignes trigonometriques, 
Denjt démonstrations du Théorème préliminaire 

( co $ <p+sinq y/r - 1 )** ~cos y/ï. 


Digitized 


\ ' 


DES M A T I E A B S. 38§ 

Formule générale et construction géométriqne des racines de lYquatioo 
ar m • — 1=0. Formule generale et construction géométrique des racines de 
l'équation x m 4-1 = 0. Toute racine paire, ainsi que toute puissance îrra^ 
tionnelle d'une quantité négative , est imaginaire. Toutes les racinés de Féqua* 
tionar” 1 — 1=0 seront représentées par les puissances successives at, ot% et m 9 
<t étant la première racine. Toutes les racines de l'équation x m — i =o 
peuvent encore être réprésentées par les puissances i*re 9 a* , 3e , etc. de 
l’une quelconque ap des racines , pourvu que m soit un nombre premier , on 
que p et m soient des nombres premiers entr’eux. Pour l'équation ar" 1 — i=o f 

les sommes des puissances i «r* , a* (m — i )<»>« des racines, seront nulles. 

Les sommes des puissances des racines dont les exposans ne seront pas dé* 
multiples de m seront nulles, et celles des puissances des racinés dont les «epo- 
sans seront divisibles par m, deviendront égales à m. Les sommes des puis- 
sances négatives des racines se comportent de la même manière que celles des 
puissances des racines positives. Pour l’équation x m *d-i=o, on aura 

— m et o, 

S m k et 5* m .4. r désignant les sommes des puissances des racines divisibles et non 
divisibles par le degré de l’équation. Si dans un cercle décrit d’un rayon ==<7, on 
mène un diamètre quelconque, qu’à partir d’une des extrémités de ce diamètre, 
on divise la circonférence en mi parties égales, et que l’on désigne par o, 1, a, 3.. 
m— 1 etc. ces divisions, en faisant répondre o à l’origine, si d’un point quel • 
conque pris sur le diamètre ou sur son prolongement et du même côté dii 
centre que l’origine des arcs, on mène des droites à tous les points de divi- 
sion , le produit de toutes celles menées aux numéros impairs , est égal à la 
somme des puissances m du rayon et de la distance au centre du point pris 
arbitrairement. Celui de toutes les droites menées aux numéros paiis est égal 
à la différence des mêmes puissances. Le produit de toutes les lignes menée* 
du point pris arbitrairement à toutes les divisions paires et impaires , en y 
comprenant celles qui aboutissent aux deux extrémités du diamètre, est égal 
à x * ,n — 1. Résolution de Féquation x* 01 — npx m -{-q= o : on peut, loisque 
, la faire dépendre de celle des deux équations ;c m — a=o, x m — C=o. 
Du cas où p*^q. Du théorème de Moivre'. il contient celui de Cotes. Dé- 
monstration du théorème de Cotes , d’après des principes connus ht l’époque 
où ce géomètre écrivait. 

CHAPITRE XIII. 

f * ! 

Du problème de la trisection de l’angle. Résolution trigonomf- 

trique des équations des second et troisième degrés. 178 àigô. 

» - 

Etant donné le cosinus d’un angle, trouver le sinus de son tiers. Tout* 
équation du troisième degré qui tombe dans le cas irréductible , est ccmpa- 

Bb 3 
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yablc h celle que fournit le problème de la trisection de l’angle. Traduction 
en lignes trigonomi triques des racines de l'équation du troisième degré, dans 
le cas irréductible. Résolution par les lignes trigonomé triques des équations 
des second et troisième degrés. 

CHAPITRE XIV. 

Résolution des équations littérales. 190 à 202; 

Du cas où l’équation littérale est homogène et ne contient qu’une lettre. 
Résolution de Piqua lion x 3 -f a*x-\-abx — a 3 — b 3 = o dans les deux ren 
latias* bK.a et b^a. Autre méthode plus générale que la précédente. 

CHAPITRE XV. 

« 

«c 

Développement en séries des quantités exponentielles et 
logarithmiques . 2o3 à 232 . 

Développement de l’exponentielle a T en une série procédant suivant tomes 
es puissances entières et positives de x. Des logarithmes naturels , népériens 
ou hyperboliques. Valeur en nombre de la base de ces logarithmes. Série 
propre h calculer les logarithmes naturels. Facteur <?n nombre par lequel on 
doit multiplier un logarithme natnrel h l’effet de le rapporter à toute autre 
base. Ce facteur se nomme module. Méthode donnée par Lagrange ( Tome 
X des Ecoles normales^ pour calculer le logarithme d’un nombre premier. 
Observations sur cette méthode. Série très-convergente et propre à donner 
avec une très-grande approximation les logarithmes des nombres premiers, 
desquels il est facile de conclure ceux des nombres composés. Autre série qui 
donne par un très-petit nombre de termes , les logarithmes des nombres au- 
dessus de 1000 avec une très-grande approximation, lorsqu’on a déjà ceux des 
nombres plus petits que 1000 très - approchés. Connaissant, par exemple, 
les logarithmes des nombres premiers au-dessous de 1000 avec i 5 déci- 
males , trouver avec 12 ceux des nombres premiers au-dessus de 1000. 

.0 

Trouver avec i 5 décimales exactes le logarithme de sin o' , 55 G, lp 
quart de la circonférence étant 1. Autre série drte à Harr>$ qui donne 
par son premier terme les logarithmes des nombres au-dessus de 1000 avec 
dix décimales exactes. Autre manière de parvenir au développement de 
0 >g (i- 4 -.r)« Application des séries logarithmiques et exponentielles à la ré- 
solution des questions suivantes : i°. Trouver un nombre qui, élevé h une 
puissance désignée par lui-même, soit, égal à un nombre proposé : 2°. Trou- 
ver la somme des puissances m des racines d’une équation en goelBciens de 
cette gquation , sans passer par les sommes des puissances inférieures : 3 °. conr 
paissant les sommes des puissances des racines d’une équation, traduire ua 
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coefficient quelconque de l'équation en sommes dcccs puissances : 4°* déve- 
loppement d’une puissance quelconque d’une quantité composée d’autant 
de termes que l’on voudra» 

{Noie sur ce chapitre). Deux transformations du développement des ex- 
ponentielles a x . On en déduit deux formules qui servent h calculer le nonv 
bre dont on a le logarithme hyperbolique ou tabulaire. Développement de 
Fexponcntielle x nt . Expression de la différence x m — r'" par une suite non 
terminée, log 1 , log 3, et log 5 donnés par des formules plus convergentes 
que celles du texte. Observations du citoyen Dubourguet sur les formules de 
tforda et de Haros. 


CHAPITRE XVI 

Développement des quantités tri gonomé triques. 233 à 25 1 . 

Développemens par la méthode des coefficien6 indéterminés des fonctions 
sin x et cos x en séries qui procèdent suivant les puissances ascendantes, 
entières et positives l’arc x. Développemens des mêmes fonctions déduites 
de la propriété 

(cos A •{•sin Ay/~-\) m = (cosmA+sin mA\f— i). % 

Enonciation succincte de sin x et cos x au moyen de l’exponentielle e Jr . * 

Développement de l’arc suivant la puissance de sa tangente. Série très-con- 
vergente, due h jfertrand de Genève, pour évaluer les arcs en parties 
du rayon. Développement de tang x en fraction continue. Extension du 
théorème sin ( x -4 •y ) ~ sin x cos y -f - sin y cos x h des arcs imaginaires. 

Autre manière d’établir le théoréipc 

(eosx{-sin x i ) m =cos mx + sin mx \/— l« 

Ouvrages .Y consulter snr l’emploi numérique des développemens de sin x et 
de cos x. Enonciation singulière de la demi-circonférence. Un nombre quel- 
conque positif comporte une infinité de logarithmes dont un seul est réel et 
tous les autres imaginaires. Les logarithmes des nombres négatifs sont 
imaginaires. % 

CHAPITRE XVII. 


Extension du théorème démontré ( n° s ) aux fonctions 
logarithmiques , exponentielles et circulaires. 25 1 à 253. 

Les fonctions transcendantes 

l {a±.hs/— t), c a±b '/—' . ) 

sont réductibles à la iotvaa.pqiQ'/ — t , P el Q étant des sommes de tenues 

fiels. 
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CHAPITRE XVIII. 

Analyse des sections angulaires. a54 à 260. 

Formules generales qui donnent, i°. cnsmxen fonction de cos x et de sas 
puissances; a°. sin mx en fooction de sin x et cos x. Ce que deviennent ces 
formules, i°. dans le cas de m nombre impair ; a°. dans le cas de m pair. 
Autre enonciation des formules precedentes de cos mx et de sin mx, i°.dans 
dans le cas de m impair ; a 0 dans le cas de m pair. Observations k faire dans 
l'emploi des formules générales. Formules qui servent à donner les valeurs 
de cos m x et de sin m x en fonctions de cos et sin des multiples de l’arc x. 

CHAPITRE XIX. 

Sommation des puissances des termes d’une progression arith- 
métique, des nombres figurés , et des produits dijferens qu’on 
peut faire avec tous les termes d'une progression arithmé- 
tique , pris a à a, 3 ci 3 , 4 d 4 > e tc. Résolution des équa— 
• fions dont les racines forment une progression par équi- 
différences. a6i à aj4- 

Equation de relation entre les sommes des différentes puissances des termes 
d’une progression arithmétique. Autre méthode due à Thomas Simpson 9 
qui a l’avantage de donner les sommes des puissances , indépendamment de 
celles des puissances inférieures. Applications, i°. à la somme des puissances 
successives des nombres naturels i , a , 3. . . n : a*. à la somme de n termes 
de progressions arithmétiques qni ont l'imité pour premier terme , et pour 
différences entre les tenues les nombres i , a, 3, 4» etc. Des nombres trian* 
gulaires, quadrangulaires , pentagones, etc., et, généralement, des nombres 
figurés. Sommation d’un nombre quelconque de termes d’une suite dont le 
terme général est exprimé par des puissances entières et positives du nombre 
des termes. Applications. Formules qui donnent les produits différens qu’on 
peut faire avec tous les termes d’une progression arithmétique, pris a à a, 3 à 3, 

4*4» ctc - Application à la suite des nombres naturels i, a, 3 m — i. 

Sachant que les m racines d’une équation du degré m sont en progression 
arithmétique, trouver le premier terme et la différence de celte progression. 

CHAPITRE XX. 

Des suites récurrentes. à aq3. 

Ce qu'on entend par suites récurrentes , et par échelle de relation. Etant 
données une suite récurrente et son échelle de relation, trouver la fraction 


I 

« 

I 
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rationnelle génératrice, et la somme d'un nombre quelconque de termes 
d’une telle suite. Déterminer l'expression d’un terme quelconcpie , indépen- 
damment de ceux qui le précèdent, ouïe terme général. Et?nt donné le terme 

j} fxx — \\ 

général (K-+-K'm + K u m* + .. .-4- A m )r m x m , remonter à la 

fraction génératrice. Etant donnée une suite de termes dont les valeurs sont 
connues , trouver si cette suite est récurrente , et déterminer, dans ce cas , 
la formule générale de scs termes. Applications. Développement en fraction 
continue d’une suite récurrente. 

CHAPITRE XXI. 


Décomposition des fractions rationnelles en fractions 
simples. ag3 à 3o3. 


Cette décomposition suppose, t°. que le polynôme numérateur soit d’un 
degré moindre , au moins , d’une unité' que le ‘polynôme dénominateur ; 
a°- que le dénominateur soit décomposé en ses facteurs simples. Ou peut 
toujours supposer la fraction . , 


JV_ A t A' [ A" 
D x — <t x — *•' x — *' 


+ -4 



les racines <t, eS n ' ' dudénominateur étant réelles ou imaginaires, 

et A, A' A^ n ' ^ étant des coefiiciens constans et indéterminés. Deux 

méthodes pour évaluer ces coefficieus. Formules générales de ces coefhciens. 
Ces formules sont en défaut lorsque, parmi les facteurs simples du dénomi- 
nateur, plusieurs sont égaux entr’eux. Mode de décomposition^ adopter à 
l’égard des facteurs égaux. Applications. , 

CHAPITRE XXII. 


Transformation des f ‘actions . 3o4 à 3i4- 

Transformation d’une fraction irréductible en une autre dont le numéra- 
teur ou le dénominateur soit donné. En généralisant , on parvient il cette dé- 
composition 2—11 ~Ç— ± — î— ±etc., les signes -f- et — a vaift 

A a ab - abc abca 

lieu suivant qu’on fait la division en dedans ou en dehors, et les dénominateurs 
a, b, c, d , etc. étant donnés. On a toujours , n<A-f i ,p <e+i etc. 

.887 

Application il la transformation de la fraction irréductible — ^y. Ce que de. 
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rient la transformée* de-^ dans le cas de azzLbzzczzd , etc On tombe alor* 

• Ji 

sur la réduction connue de — . en décimales. Une tcllesuite. si elle est infinie. 

/f ’ 


est nécessairement périodique. Réciproquement si, lorsqu’elle est infinie, Jcs 
numérateurs m , n, p, etc. ne reviennent pas périodiquement, la fraction 
génératrice n’est pas rationnelle. Du cas où les numérateurs m , n , p, etc. 
6ont donnés, et où chacun d’eux est égal h l’unité. Application à la fraction 
qui exprime le rapport de la circonférence an diamètre: celle suite donne par 
ses deux premiers termes le rapport d ' Archimède par scs trois premiers, 
celui de Metius , etc. 


CHAPITRE XXIII. 

Notions sur V analyse indt terminée. 3i5 à 346. 

Ce qu’on entend par questions indéterminées. On ajoute ordinairement 
la condition que les nombres cherchés sont entiers et positifs , ce qui réduit 
le nombre des solutions. Mode de résolution d’une équation du premier 
degre' h deux inconnues. Du cas où on n’a qu’une équation entre plus de 
deux inconnues. Exemples. Connaissant une première solution de l’équation 
ax — hy— — t-v , il est facile de découvrir toutes les autres : elles forment des 
suites par différences égales. Solution de l’équation ar—by^ïlc , fondée sur 
une propriété des fractions continues. Exemples. Extension au cas d’une équa- 
tion h trois inconnues. Trouver pour x et pour y* tous les nombres rationnels 
qui peuvent satisfaire à l'équation la plus générale du second degré . 
ûj* -f-rfr + «+/ = o. Trouver pour x tous les nombres en- 
tiers, tels que le trinôme mx^-t-nx+p devienne un quarré parfait. Trouver 
les plus petits nombres entiers qui, substitués 'pour x et pour y , rendront le 

polynôme Ax n 4- Bfx n 1 4- Cy*x n ~~ a 4- -f* Nf n les plus petits 

possibles. Applications de cette méthode. 

CHAPITRE XXIV. / 

De quelques artifices de calcul y propres à rendre rationnelle 
une fonction irrationnelle de x. 346 à 353. 

Assigner les hypothèses propres h rendre rationnelles i°. — ■ ■ — 

l/ I +XJ 

+ XI/7+7Ï; L=i ^.AT“i S*. 

V i — XX V XX — 1 

6“. A ^ xx — 1 > 7®. a + 4x + cxx ; 8". — ~ — - 

l /a + ii + ci* 

X étant une funetion rationnelle de x. Application» à plusieu» exemplcv 
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CHAPITRE XX V. 

Formules diverses. 353 à 36o. 

Démonstrations île ai formules qui donnent les logarithmes de diverses 
fonctions de a et de b , exprimées d’une manière finie au moyen de log a , 

log b, et de logarithmes des lignes trigonométriques dès arcs — et — . 

a b 

Démonstrations de deux formules t°. i — cos ’a + eos *C+cas 'y, »,C, ely 
étant les angles faits par la diagonale d’un parallélipipède avec chacune des 
trois arêtes, a", cos 6 = cos cl en s x + eos C co* fs -\-cas y cos * , 8 expr 
inant l’angle de deux droites qui se coupent & l'origine des coordonnées, et 
* . f i V > t , les angles de chacune de ces. droites avec les axes des x, 

y et I. Ce que devient cette relation , lorsque les deux lignes sont à angle 
droit. 

CHAPITRE XXVI. 

Démonstration de la règle pour former les racines des équa- 
tions déterminées du premier degré à plusieurs inconnues. 
36o à 36g. 

Des règles données par Cramer et Bezout h l’effet de former l’équation, 
de condition qui doit avoir cntre'les cocfficiens 'a, ‘b, *c; * a , ‘b , *c- 
3 a, 3 b, 3 c, etc. pour que les équations oz='a /u + /t' + ‘c U." + etc. 

o — ’<'/* + 'b/s' + , etc.; o=: 3 af. + ’b/s'-é- , c/s"+, etc. , etc. aient 

lieu : la seconde règle Tentrc dans la première. Démonstration de la règle de 
Bezout , qui est la plus simple. Application de ce theoreme b la formation de 
l’équation de condition relative à trois équations qui manquent du terme tout 
connu , et h la composition des formules qui donnent les valeurs des inconnues 
dans le cas le plus général de ces équations. Abréviations de calcul pour les- 
quelles on renvoie au mémoire de Laplace dont ce chapitre est extrait. 

CHAPITRE XXVII. 


Sur les différens systèmes de numération , et sur quelques pro- 
ptu tes des nombres considérés comme diviseurs. 36g à 376 . 

Observations préliminaires. L’expression d’un nombre dans un système, 
étant donnée, traduire ce nombre dans un autre système de numération. 
Analyse qui fournit les caractères auxquels on reconnaît qu’uu nombre esf 
exactement divisible par un diviseur donné, et le moyeq de trouver, indé- 
pendamment de la division , le reste qui a lieu lorsque le nombre n’est pas 
exactement divisible. 

Fin de la Table des Matières. 
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